Сингулярные интегральные уравнения со сложной особенностью в ядре by Плещинский Николай Борисович
ÊÀÇÀÍÑÊÈÉ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ
Í.Á. Ïëåùèíñêèé
ÑÈÍÃÓËßÐÍÛÅ
ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÑÎ ÑËÎÆÍÎÉ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÞ Â ßÄÐÅ
Ìîíîãðàôèß
Êàçàíü
2018
ÓÄÊ 517.968
Ïóáëèêóåòñß ïî ðåøåíèþ Ó÷åíîãî ñîâåòà
Èíñòèòóòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé,
ïî ðåêîìåíäàöèè êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
Íàó÷íûé ðåäàêòîð
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð À.Ì. Åëèçàðîâ
Ðåöåíçåíòû:
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð À.Ñ. Èëüèíñêèé,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê, äîöåíò Ä.Í. Òóìàêîâ
Ïëåùèíñêèé Í.Á.
Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßä-
ðå: Ìîíîãðàôèß / Í.Á. Ïëåùèíñêèé.  Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2018.
 160 ñ.
Ðàññìàòðèâàþòñß ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß, ßäðà êîòîðûõ èìåþò
îñîáåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî èëè ñòåïåííîãî òèïà, à òàêæå îäíîâðåìåííî ñëàáûå è
ñèëüíûå îñîáåííîñòè â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèßõ. Îáñóæäàþòñß íåêîòîðûå ïðîñòûå àë-
ãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûå íà
ãëîáàëüíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòåé èç ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà. Ðàññìîòðåí ðßä çà-
äà÷ ïëîñêîé êîíòàêòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è íåêîòîðûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß óïðó-
ãèõ òåë ñ äåôåêòàìè.
Äëß ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, èíòåðåñóþùèõñß òåîðèåé ñèí-
ãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, àëãîðèòìàìè èõ ÷èñëåííîãî ðåøåíèß è ïðèëî-
æåíèßìè.
Ýëåêòðîííàß âåðñèß êíèãè, èçäàííîé â 2011 ãîäó èçäàòåëüñòâîì LAP LAMBERT
Academic Publishing, ISBN 978-3-8473-0898.
ÓÄÊ 517.968
c© Êàçàíñêèé ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò, 2018 ã.
c© Ïëåùèíñêèé Í.Á., 2018 ã.
.Ââåäåíèå
Â êíèãå ðàññìàòðèâàþòñß ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß, ßäðà êîòîðûõ
èìåþò îñîáåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî èëè ñòåïåííîãî òèïà, à òàêæå îäíîâðåìåííî
ñëàáûå è ñèëüíûå îñîáåííîñòè â ðàçëè÷íûõ ñî÷åòàíèßõ.
Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß íà ïðîòßæåíèè áîëåå ÷åì ñòà ëåò ïðèâëå-
êàþò âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé. Ïåðâûå ñåðüåçíûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâ-
ëåíèè áûëè ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ Ä. Ãèëüáåðòà, À. Ïóàíêàðå, Ô. Íåòåðà è Ò. Êàðëåìà-
íà. Îêàçàëîñü, ÷òî èçó÷àòü òàêèå óðàâíåíèß ñóùåñòâåííî òðóäíåå, ÷åì èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèß Ôðåäãîëüìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåðåñíåå. Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèß âñòðå÷àþòñß â ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ÷òî ñòèìóëèðóåò
êàê ðàçâèòèå òåîðèè, òàê è ïîèñê ïðîñòûõ è ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ èõ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèß.
Ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàþò ñèíãóëßðíûì (ÑÈÓ), åñëè åãî ßäðî
èìååò ñèëüíóþ îñîáåííîñòü, èëè êîãäà ýòî óðàâíåíèå íå ïîä÷èíßåòñß òåîðèè Ôðåä-
ãîëüìà. Ñâîéñòâà ïîëíîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè íà îòðåçêå èëè íà êóñî÷íî-ãëàäêîé
ëèíèè L âî ìíîãîì òàêèå æå, êàê ó õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, êîãäà
ðåãóëßðíîå ñëàãàåìîå ßâëßåòñß âïîëíå íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â ðàññìàòðèâàåìûõ
ïðîñòðàíñòâàõ ôóíêöèé. Íî, êàê èçâåñòíî, ýòî óñëîâèå íàðóøàåòñß, åñëè ßäðî ðåãó-
ëßðíîé ÷àñòè ñèíãóëßðíîãî óðàâíåíèß ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé,
îäíà èç êîòîðûõ èìååò ñëàáóþ îñîáåííîñòü, à äðóãàß èìååò ðàçðûâ ïðè ñîâïàäåíèè
àðãóìåíòîâ.
Â ñîâðåìåííîé òåîðèè ñèíãóëßðíûõ óðàâíåíèé ìîæíî âûäåëèòü íåñêîëüêî íà-
ïðàâëåíèé, êîòîðûå âçàèìíî îáîãàùàþò äðóã äðóãà, íî è êîíêóðèðóþò ìåæäó ñî-
áîé. Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ïðåäñòàâëåí â ïîëó÷èâøèõ øèðîêóþ èçâåñòíîñòü êíèãàõ
Ô.Ä. Ãàõîâà è Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, îí ñóùåñòâåííî îïèðàåòñß íà òåñíóþ ñâßçü ìåæ-
äó ñèíãóëßðíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèßìè è ãðàíè÷íûìè çàäà÷àìè òåîðèè àíà-
ëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ñôîðìèðîâàëîñü ïîä âëèßíèåì ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà, åãî ôóíäàìåíò îáðàçóåò àáñòðàêòíàß òåîðèß ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
(êàê èçâåñòíî, òåîðèß îïåðàòîðîâ Íåòåðà ïîñòðîåíà êàê îáîáùåíèå êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ñ ßäðîì Ãèëüáåðòà è ñ ßäðîì Êîøè).
Äàííàß êíèãà íàïèñàíà â ñòèëå ïåðâîãî íàïðàâëåíèß, îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî
îïèñàíèþ êëàññîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèß êîòîðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû
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â çàìêíóòîé ôîðìå, è èçó÷åíèþ êàðòèíû ðàçðåøèìîñòè êîíêðåòíûõ ÑÈÓ, ïðè÷åì
â åñòåñòâåííûõ äëß íèõ êëàññàõ ôóíêöèé. Ðàññìàòðèâàþòñß ãëàâíûì îáðàçîì òàêèå
ñèíãóëßðíûå óðàâíåíèß, äëß êîòîðûõ óñòàíàâëèâàåòñß ñâßçü ìåæäó èõ ðåøåíèßìè
è ðåøåíèßìè íåêîòîðîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Ýòà ñâßçü, êàê ïðàâèëî, çàäàåòñß â
ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß.
Ðåøåíèß óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèðîâàíèåì èç ðåøåíèé ýêâèâàëåíòíûõ èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñòåïåí-
íûìè îñîáåííîñòßìè â ßäðàõ íóæíî îáðàùàòü óðàâíåíèå Àáåëß èëè åãî îáîáùå-
íèß. Òàêèì îáðàçîì, ñîîòâåòñòâóþùèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ïðåäñòàâëßþò ñîáîé
êîìïîçèöèè äâóõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ  õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
îïåðàòîð ñ ßäðîì Êîøè.
Íîâûå ñåìåéñòâà ÑÈÓ ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå íàéäåíû ïðè óñëîâèè,
÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ ðåøåíèßìè è ðåøåíèßìè óðàâíåíèé ñ ßäðîì Êîøè óñòà-
íàâëèâàåòñß â ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì, â
òîì ÷èñëå ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ ýòî ñîîòâåòñòâèå ïîðîæäà-
åòñß äèôôåðåíöèàëüíûìè ðàâåíñòâàìè.
Â êíèãå îáñóæäàþòñß òàêæå íåêîòîðûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ ÑÈÓ, îñíîâàííûå íà ãëîáàëüíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòåé èç ñèíãóëßðíî-
ãî èíòåãðàëà. Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ óðàâíåíèé, äîêàçàòåëüñòâà
ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è îöåíêè ïîãðåøíîñòåé îñòàëèñü çà åå ïðåäåëàìè.
Îòìåòèì, ÷òî ðàçðàáîòêó ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß ñèíãóëßðíûõ óðàâíåíèé
è èõ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ìîæíî îòíåñòè ê òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ â îáùåé
òåîðèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ñðåäè ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæåíèé ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ðàñ-
ñìîòðåíû òîëüêî íåêîòîðûå ïëîñêèå çàäà÷è êîíòàêòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è íåêî-
òîðûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß óïðóãèõ òåë ñ äåôåêòàìè (òðåùèíàìè). Ïðè èññëå-
äîâàíèè ïåðâîé ãðóïïû çàäà÷ îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì âûáîðà
ßäðà îñíîâàíèß ïðè ðàçëè÷íûõ ãèïîòåçàõ î ñâîéñòâàõ óïðóãîé ñðåäû. Âî âòîðîì ñëó-
÷àå ïðåäëàãàåòñß èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ïîòåíöèàëîâ êðèâîëèíåéíûå èíòåãðàëû ñ
ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè.
Â êíèãå èñïîëüçîâàíû ìàòåðèàëû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè àâòîðà, ñ óòî÷íåíèßìè
è äîïîëíåíèßìè. Òåêñò ðàçäåëåí íà ãëàâû, ãëàâû ñîñòîßò èç ðàçäåëîâ (ïàðàãðàôîâ).
Ïðèíßòà äâîéíàß íóìåðàöèß ðàçäåëîâ, ôîðìóë è óòâåðæäåíèé.
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Ãëàâà 1.
Êëàññû ôóíêöèé â òåîðèè
ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
Â ãëàâå 1 èçëîæåíû íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì ñâåäåíèß îá îñíîâíûõ êëàññàõ
ôóíêöèé, êîòîðûå èñïîëüçóþòñß ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ÑÈÓ.
Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé áûëî íà-
÷àòî â ðàáîòàõ Ä. Ãèëüáåðòà, À. Ïóàíêàðå, Ô. Íåòåðà è Ò. Êàðëåìàíà. Â ðàáîòàõ
Ô.Ä. Ãàõîâà, Í.È. Ìóñõåëèøâèëè, È.Í. Âåêóà, Í.Ï. Âåêóà, Ñ.Ã. Ìèõëèíà, Á.Â. Õâå-
äåëèäçå áûëà ïîñòðîåíà òåîðèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè íà ãëàäêèõ ëèíèßõ â ãåëüäåðî-
âûõ êëàññàõ ôóíêöèé. Ïîçæå ýòà òåîðèß áûëà ïåðåíåñåíà â ðàáîòàõ Á.Â. Õâåäåëèäçå,
È.Ö. Ãîõáåðãà, Í.ß. Êðóïíèêà è äðóãèõ àâòîðîâ íà êëàññû ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ
ïî Ëåáåãó ñ âåñîì.
Óñëîâèå Ãåëüäåðà îêàçàëîñü íàèáîëåå ïðîñòûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íà ïëîò-
íîñòü ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà ñ ßäðîì Êîøè, îáåñïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå èíòå-
ãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß íà îñíîâå èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ïåðåõîä ê èíòåãðà-
ëàì Ëåáåãà äàë âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå èñêîìûõ ðåøåíèé ôóíêöèè
èç êëàññîâ Lp(ρ), p > 1. Õîòß äëß ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ óñëîâèå H íå ßâëßåòñß
åñòåñòâåííûì, êëàññ H∗ Í.È. Ìóñõåëèøâèëè "ßâëßåòñß öåëåñîîáðàçíî ïîäîáðàííûì
êëàññîì" (ñì. [60], 116). Â ýòîé ãëàâå ââîäßòñß âåðõíèå ïîêàçàòåëè Ãåëüäåðà äëß
ôóíêöèé, ÷òî ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì óòî÷íèòü ñâîéñòâà ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå ôóíêöèè ïðåäïîëàãàþòñß â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñ-
íîçíà÷íûìè. Âñþäó, ãäå ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, áóäåì ïðèäåðæèâàòüñß ñëå-
äóþùèõ îáîçíà÷åíèé: f(·)  ôóíêöèß, îïðåäåëåííàß íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå; f(t) 
çíà÷åíèå f(·) íà ýëåìåíòå t äàííîãî ìíîæåñòâà.
1.1. Êóñî÷íî-ãëàäêèå ëèíèè. Óñëîâèå Ãåëüäåðà
Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèßìè òåðìèíîëîãèþ è îáîçíà÷å-
íèß, ïðèíßòûå â êíèãå Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [60].
Ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé äóãîé ab áóäåì íàçûâàòü ëèíèþ áåç òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèß
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ êîíöàìè a è b, çàäàâàåìóþ ïàðàìåòðè÷åñêèì óðàâíå-
íèåì t = t(s), s ∈ [0, l]  äóãîâàß àáñöèññà, l  äëèíà äóãè, ïðè óñëîâèè, ÷òî t(·) 
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß, t′(·) ≡ 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè a è b
ñîäåðæàòñß â ìíîæåñòâå ab. Åñëè õîòß áû îäíà èç êîíöåâûõ òî÷åê èñêëþ÷åíà, áóäåì
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèß (ab, ab) è (ab). Òàêèì îáðàçîì, ab  çàêðûòàß äóãà, à (ab)
 îòêðûòàß.
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Êóñî÷íî-ãëàäêàß ëèíèß L ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî ÷èñëà ãëàä-
êèõ ðàçîìêíóòûõ äóã, L = a1b1 ∪ . . . ∪ ambm, íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå, ìî-
æåò áûòü, êîíöîâ. Òî÷êè êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè, ßâëßþùèåñß êîíöàìè îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ äóã akbk, áóäåì íàçûâàòü óçëàìè è îáîçíà÷àòü cj, j = 1..n. Ìíîæåñòâî
îáûêíîâåííûõ òî÷åê êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè L îáîçíà÷èì (L). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
çíà÷åíèß ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèíèßõ îïðåäåëåíû âî âñåõ
îáûêíîâåííûõ òî÷êàõ ýòèõ ëèíèé. Ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê êóñî÷íî-ãëàäêóþ ëèíèþ, ñîñòîßùóþ òîëüêî èç îäíîé ðàçîìêíóòîé äóãè,
íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé ñîâïàäàþò.
Äëß çàäàííûõ íà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ëèíèßõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü ñëåäóþùåå. Åñëè ôóíêöèß f(·) ðàññìàòðèâàåòñß íà äóãå ab, òî ñóùåñòâóþò åå
êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû â òî÷êàõ a è b, èëè, õîòß áû, ñóùåñòâóþò êîíå÷-
íûå ïðåäåëû â òî÷êàõ a è b ó ïðîèçâåäåíèß ω(·)f(·), ãäå ω(·)  íåêîòîðàß íåïðåðûâíàß
íà ab ôóíêöèß. Åñëè ôóíêöèß f(·) ðàññìàòðèâàåòñß íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè L, òî
îíà îïðåäåëåíà íà êàæäîé èç ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã akbk, ñîñòàâëßþùèõ L, â óêà-
çàííîì âûøå ñìûñëå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèß íåïðåðûâíà íà êóñî÷íî-ãëàäêîé
ëèíèè, åñëè îíà íåïðåðûâíà íà êàæäîé çàêðûòîé äóãå akbk, íå ïðåäïîëàãàß, ÷òî â óç-
ëàõ ëèíèè ñîâïàäàþò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ôóíêöèè, âû÷èñëßåìûå ïðè ñòðåìëåíèè
àðãóìåíòà ê óçëó ïî ñõîäßùèìñß â íåì äóãàì.
Ñâîéñòâà ôóíêöèè f(·) íà ãëàäêîé äóãå ab ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ÷åðåç ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèè f [t(·)] íà îòðåçêå [0, l]. Â ÷àñòíîñòè, ïî îïðåäåëåíèþ
êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà
∫
ab
f(t) dt =
l∫
0
f [t(s)]t′(s) ds.
Ïðîèçâîäíàß f ′(t) âäîëü äóãè òàêæå ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ÷åðåç ïðîèçâîäíóþ
d f [t(s)]/ds.
Ïðè èññëåäîâàíèè îäíîìåðíûõ ÑÈÓ âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðè-
âàòü â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèß ôóíêöèé îòðåçîê (èíòåðâàë) âåùåñòâåííîé îñè.
Ýòî ñâßçàíî, ïðåæäå âñåãî, ñî ñâîéñòâîì ãëàäêèõ äóã (ñì. [60], 2)
∃k0, 0 < k0 < 1, | k0|s1 − s2| ≤ |t(s1)− t(s2)| ≤ |s1 − s2| ∀s1, s2 ∈ [0, l]. (1.1)
Ïóñòü 0 < λ ≤ 1. Ãîâîðßò, ÷òî ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ
ïîêàçàòåëåì λ (èëè ïðîñòî óñëîâèþ Hλ) íà ìíîæåñòâå M , åñëè
∃A > 0 | |f(t′)− f(t′′)| ≤ A|t′ − t′′|λ ∀ t′, t′′ ∈M. (1.2)
Áóäåì îáîçíà÷àòü Hλ(ab) êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Hλ íà çàêðûòîé
äóãå ab, è Hλ(L)  êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Hλ íà êàæäîé èç äóã
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akbk, ñîñòàâëßþùèõ êóñî÷íî-ãëàäêóþ ëèíèþ L. Êëàññ C(ab) íåïðåðûâíûõ íà çàêðû-
òîé äóãå ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå è H0(ab), òîãäà H0(L)  êëàññ ôóíêöèé,
íåïðåðûâíûõ íà êàæäîé èç äóã akbk, ñîñòàâëßþùèõ L. Îòìåòèì, ÷òî â [60] H0(L)
îçíà÷àåò òî æå ñàìîå, ÷òî ó íàñ Hλ(L) ïðè íåêîòîðîì λ, à ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè
êëàññó Hλ(L) ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ðàâíû åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß â êàæäîì èç óçëîâ
âäîëü âñåõ äóã, ñõîäßùèõñß â óçëå.
Óñëîâèìñß â äàëüíåéøåì íå ïèñàòü â îáîçíà÷åíèßõ êëàññîâ ôóíêöèé ìíîæåñòâî,
íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû, åñëè òîëüêî ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé.
Ãîâîðßò, ÷òî ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Hλ â òî÷êå t ∈ ab, åñëè (ñì.
[60], ñ. 46) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè t
∃A > 0 | |f(t′)− f(t)| ≤ A|t′ − t| ∀t′. (1.3)
Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè f(·) ∈ Hλ(ab), òî f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Hλ â êàæäîé èç òî-
÷åê ab. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà, òàê êàê êîýôôèöèåíò A â íåðàâåíñòâå
(1.3) â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò t, è ìîæåò îêàçàòüñß, ÷òî ôóíêöèß A(·) íåîãðàíè÷åíà.
Åñëè f(·) ∈ Hλ íà îòêðûòîé äóãå (ab), òî â êîíöåâûõ òî÷êàõ äóãè ýòà ôóíêöèß
ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åíîé. Ïðåäïîëîæåíèß î íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(·) íà êîíöå
äóãè íåäîñòàòî÷íî äëß ðàñïðîñòðàíåíèß óñëîâèß Hλ íà ýòîò êîíåö. Äåéñòâèòåëüíî,
ôóíêöèß (t− a)α â èíòåðâàëå (a, b) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Hλ ïðè ëþáîì λ, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè λ > α, íî íà îòðåçêå [a, b]  òîëüêî ïðè λ ≤ α.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî f(·) ∈ Hλ(ab) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(·) ∈ Hλ íà (ab) è óäî-
âëåòâîðßåò óñëîâèþ Hλ â òî÷êå a è â òî÷êå b. Â èçâåñòíîì óòâåðæäåíèè î "ñêëåéêå"
äâóõ ãåëüäåðîâñêèõ ôóíêöèé ([60], ñ. 21)  åñëè c ∈ (ab), f(·) ∈ Hλ(ac), f(·) ∈ Hλ(cb)
è f(c − 0) = f(c + 0), òî f(·) ∈ Hλ(ab)  òàêæå íåëüçß ðàññìàòðèâàòü îòêðûòûå â
òî÷êå c äóãè ac è cb.
Áóäåì îáîçíà÷àòü H∗(L) êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ
íåêîòîðûì ïîêàçàòåëåì íà êàæäîé èç îòêðûòûõ äóã, ñîñòàâëßþùèõ L, à â îêðåñòíî-
ñòè óçëîâ èìåþùèõ èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè, òî åñòü ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
f(t) =
f∗(t)
|t− cj|αj , 0 ≤ αj < 1, f∗(·) ∈ Hλ. (1.4)
Ïðè èññëåäîâàíèè ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ñòåïåííûìè îñîáåííîñòßìè â ßä-
ðàõ áóäåò âàæíî çíàòü áîëåå òî÷íî õàðàêòåð îñîáåííîñòåé â óçëàõ è ïîêàçàòåëü Ãåëü-
äåðà ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé. Ðàçëè÷íûå ïîäêëàññû êëàññà H∗ áóäóò ââåäåíû â
ãëàâå 2 ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ïðèíßòî ñîãëàøåíèå î âåòâßõ ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
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1.2. Èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó ôóíêöèè è èõ ïåðâîîáðàçíûå
Èçìåðèìàß íà ab ôóíêöèß f(·) íàçûâàåòñß ñóììèðóåìîé ñî ñòåïåíüþ p, p ≥ 1,
åñëè ôóíêöèß |f(·)|p èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà ab, òî åñòü∫
ab
|f(t)|p dt < +∞. (1.5)
Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé îáîçíà÷àåòñß Lp(ab) (êëàññ Ëåáåãà ñ ïîêàçàòåëåì p).
Ïóñòü ôóíêöèß µ(·) çàäàíà íà ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé äóãå ab è íà ab âûáðàíû ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì òî÷êè t0 = a, t1, . . . , tn, tn+1 = b. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèß
µ(·) ïðèíàäëåæèò êëàññó Ap(ab), åñëè âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî
n∑
j=0
|µ(tj+1)− µ(tj)|p
|tj+1 − tj|p−1 < K, (1.6)
ãäå K  ïîñòîßííàß, íå çàâèñßùàß îò âûáîðà òî÷åê tj, j = 1 . . n.
Ëåììà 1.1. Ôóíêöèß µ(·) íà ab ïðåäñòàâèìà â âèäå
µ(t) = µ(a) +
∫
at
ν(τ) dτ, ν(·) ∈ Lp(ab), p > 1, (1.7)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ(·) ∈ Ap(ab).
Ñëåäñòâèå 1.1. Ôóíêöèß µ(·) íà ab ïðåäñòàâèìà â âèäå
µ(t) =
∫
at
ν(τ) dτ, ν(·) ∈ Lp(ab), p > 1,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) µ(a) = 0;
2) µ(·) ∈ Ap(ab).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t = t(s), s ∈ [0, l],  ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå äóãè
ab. Òî÷êàì t0, . . . , tn+1 äóãè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü òî÷êè s0 = 0, s1, . . . , sn, sn+1 = l
îòðåçêà [0, l], ïðè÷åì èíòåðâàëû
(sj, sj+1), j = 0 . . n, ïåðåñåêàòüñß íå áóäóò. Åñëè äóãà ãëàäêàß, òî
|tj+1 − tj| ≤ |sj+1 − sj| ≤ k1|tj+1 − tj|,
ãäå ïîñòîßííàß k1, 0 < k1 < 1, íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷åê tj, j = 1 . . n. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî
kp1
n∑
j=0
|µ(tj+1)− µ(tj)|p
|tj+1 − tj|p−1 ≤
n∑
j=0
|µ[t(sj+1)]− µ[t(sj)]|p
|sj+1 − sj|p−1 ≤
≤
n∑
j=0
|µ(tj+1)− µ(tj)|p
|tj+1 − tj|p−1 .
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Ïîýòîìó µ(·) ∈ Ap(ab) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ[t(·)] ∈ Ap([0, l]). Óòâåðæäåíèå
ëåììû ñëåäóåò èç èçâåñòíîãî êðèòåðèß Ðèññà [64], ñ. 225 •
Ëåììà 1.2. H1(ab) ⊂ Ap(ab) ⊂ Hλ(ab), λ = (p− 1)/p, p > 1.
Ñëåäñòâèå 1.2. Ôóíêöèß µ(·) ∈ Ap(ab) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) µ(·) ∈ Hλ, λ = (p− 1)/p;
2) ñóùåñòâóåò ïî÷òè âñþäó ïðîèçâîäíàß µ′(·) ∈ Lp.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f(·) ∈ H1(ab), òî |f(t′)− f(t′′)| ≤ A|t′ − t′′|. Òîãäà
|f(t′)− f(t′′)|p ≤ Ap|t′ − t′′|p, |f(t
′)− f(t′′)|p
|t′ − t′′|p−1 ≤ A
p|t′ − t′′|
è, ñëåäîâàòåëüíî,
n∑
j=0
|f(tj+1)− f(tj)|p
|tj+1 − tj|p−1 ≤ A
p
n∑
j=0
|tj+1 − tj|.
Åñëè f(·) ∈ Ap(ab), òî ïðè ëþáûõ t′, t′′
|f(t′)− f(t′′)|p
|t′ − t′′|p−1 ≤ K, |f(t
′)− f(t′′)| ≤ K 1p |t′ − t′′| p−1p •
Ñâßçè ìåæäó ðàçëè÷íûìè êëàññàìè ôóíêöèé ïîêàçàíû íà ñõåìå:
H1 ⊂ Hµ ⊂ Hλ ⊂ C
‖ ∪ ∪ ‖
C1 ⊂ D ⊂ H1 ⊂ Aq ⊂ Ap ⊂ AC ⊂ C
↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓
C Lq ⊂ Lp ⊂ L1
( 1 < p < q, λ = (p− 1)/p < µ = (q − 1)/q)
Çäåñü ó÷òåíû ïî÷òè î÷åâèäíûå âêëþ÷åíèß Hµ ⊂ Hλ ∀λ, µ, 0 < λ < µ ≤ 1;
Lq ⊂ Lp, Aq ⊂ Ap ∀p, q, 1 < p < q. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèßìè è èõ ïåðâî-
îáðàçíûìè çàäàåòñß íà ñõåìå âåðòèêàëüíûìè ñòðåëêàìè, ýòî ñîîòâåòñòâèå îñóùåñòâ-
ëßþò îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèß è èíòåãðèðîâàíèß.
Â òåîðèè ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òàêæå ÷àñòî èñïîëüçóþòñß âå-
ñîâûå êëàññû ãåëüäåðîâñêèõ è ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèß òàêèõ êëàññîâ
è ñâîéñòâà ïðèíàäëåæàùèõ èì ôóíêöèé ïîäðîáíî èçëîæåíû â êíèãå Ñ.Ã.Ñàìêî,
À.À.Êèëáàñà è Î.È.Ìàðè÷åâà [130], 1.
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1.3. Âåðõíèå ïîêàçàòåëè Ãåëüäåðà. Ïðèìåðû
Èçâåñòåí ðßä ïðèçíàêîâ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé êëàññàì Hλ ([60], [19]). Ïî÷òè
âñå îíè óêàçûâàþò îäèí èç ïîêàçàòåëåé Ãåëüäåðà äëß èññëåäóåìîé ôóíêöèè, íî íå
äàþò îòâåòà íà âîïðîñ: ìîæåò ëè ýòà ôóíêöèß óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ
áîëüøèì ïîêàçàòåëåì. Â òî æå âðåìß, åñëè f(·) ∈ Hλ(M), òî f(·) ∈ Hµ(M) ∀µ < λ.
Ïîýòîìó, ÷òîáû òî÷íåå îïèñàòü ãåëüäåðîâñêèå ñâîéñòâà ôóíêöèè, æåëàòåëüíî óêà-
çàòü äëß íåå íàèáîëüøèé èç âîçìîæíûõ ïîêàçàòåëåé Ãåëüäåðà.
Íàçîâåì âåðõíèì ïîêàçàòåëåì Ãåëüäåðà ôóíêöèè f(·) íà ìíîæåñòâå M
h(f(·),M) = sup{ λ | f(·) ∈ Hλ(M) }.
Î÷åâèäíî, h(f(·),M) ≤ 1 è f(·) ∈ Hλ(M) ∀λ < h(f(·),M).
Ïóñòü f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà ìíîæåñòâå M ñ íåêîòîðûì ïîêàçà-
òåëåì è t0  âíóòðåííßß òî÷êà M . Ðàçëè÷íûì îêðåñòíîñòßì U(t0) ýòîé òî÷êè ìîãóò
ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèß âåðõíåãî ïîêàçàòåëß Ãåëüäåðà. Ëåãêî âèäåòü,
÷òî ïðè óìåíüøåíèè îêðåñòíîñòè âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà íå óìåíüøàåòñß, òî
åñòü h(f(·), U1(t0)) ≥ h(f(·), U2(t0)), åñëè U1(t0) ⊂ U2(t0).
Íàçîâåì âåðõíèì ïîêàçàòåëåì Ãåëüäåðà ôóíêöèè f(·) â òî÷êå t0
h(f(·), t0) = sup
U(t0)⊂M
h(f(·), U(t0)).
Äëß òî÷åê, â êîòîðûõ f(·) èìååò ðàçðûâ, ââåäåì ëåâûé è ïðàâûé âåðõíèå ïîêàçàòåëè
Ãåëüäåðà h±(f(·), t0).
Íàçîâåì âåðõíèì ôóíêöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ãåëüäåðà ôóíêöèè f(·) íà ìíî-
æåñòâå M îïðåäåëåííóþ íà M ôóíêöèþ
h(f(·), t) = sup
U(t)⊂M
h(f(·), U(t)) ∀t ∈M.
Íàïðèìåð,
h(|t− t0|λ, t) = {1, t 6= t0; λ, t = t0}.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ôóíêöèé, èìåþùèõ âåðõíèå ïîêàçàòåëè Ãåëüäåðà, îòëè÷íûå
îò 1 (ñì. [78]).
Äëß ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè
íà âåùåñòâåííîé îñè R1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôóíêöèè, èìåþùèå íà ëþáîì îòðåçêå R1
îòëè÷íûé îò 1 ïîñòîßííûé âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà, ñîäåðæàòñß ñðåäè ôóíêöèé,
íåïðåðûâíûõ íà R1, íî íå äèôôåðåíöèðóåìûõ â êàæäîé òî÷êå.
Ïóñòü
ϕ(x) = {x, 0 ≤ x ≤ 1; 2− x, 1 ≤ x ≤ 2}, ϕ(x+ 2) = ϕ(x).
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Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðßìîé è ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì
2/4n ôóíêöèè
ϕn(x) = ϕ(4
nx), n = 0, 1, . . .
Òåîðåìà 1.1. Ôóíêöèß
f(x) =
+∞∑
n=0
4−nλ0ϕn(x), 0 < λ0 ≤ 1, (1.8)
íåïðåðûâíà íà âñåé âåùåñòâåííîé ïðßìîé è íè â îäíîé åå òî÷êå íå èìååò êîíå÷íîé
ïðîèçâîäíîé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ R1, m  ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî. Íàéäåòñß òàêîå
öåëîå k, ÷òî k ≤ 4mx < k+1. Îáîçíà÷èì αm = k 4−m, βm = (k+1)4−m. Ïî ïîñòðîåíèþ
βm − αm = 4−m,
ϕn(βm)− ϕn(αm) = {0, n > m; ±4n−m, n ≤ m}.
Åñëè 0 < λ0 < 1, òî
|f(βm)− f(αm)| ≥ 4−mλ0 −
m−1∑
n=0
4−nλ0 4n−m >
1
2
4−mλ0
è ∣∣∣∣∣f(βm)− f(αm)βm − αm
∣∣∣∣∣ > 12 4m (1−λ0).
Ïðè λ0 = 1
f(βm)− f(αm)
βm − αm =
m∑
n=0
(±1).
Ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè m → +∞ è ïîëó÷èì, ÷òî ôóíêöèß f(·) íå ìîæåò èìåòü
êîíå÷íîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê | 4−nλ0ϕn(x) |≤ 4−nλ0 è
+∞∑
n=0
4−nλ0  ñõîäßùàßñß ãåîìåò-
ðè÷åñêàß ïðîãðåññèß, òî ôóíêöèîíàëüíûé ðßä (1.8) èç íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ðàâíî-
ìåðíî ñõîäèòñß îòíîñèòåëüíî x. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ñóììà  íåïðåðûâíàß ôóíêöèß
•
Çàìå÷àíèå. Ôóíêöèß f(·)  èçâåñòíûé ïðèìåð íåïðåðûâíîé, íî íå äèôôåðåíöèðó-
åìîé ôóíêöèè, ïîñòðîåííûé Âåéåðøòðàññîì. Ïðè λ0 = 1 ýòà ôóíêöèß íåçíà÷èòåëüíî
îòëè÷àåòñß îò ðàññìîòðåííîé â [132], ï. 444; ïðè λ0 = 1− ln3/ln4 ôóíêöèß f(·) ñîâ-
ïàäàåò ñ ïðèìåðîì, ïðèâåäåííûì â [113], ï. 7.18.
Ëåììà 1.3. Íà ëþáîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèß f(·) íå óäîâëåòâîðß-
åò óñëîâèþ Hλ ñ ïîêàçàòåëåì λ > λ0 (λ0 < 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x  âíóòðåííßß òî÷êà ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà, A  ïðî-
èçâîëüíîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî. Âûáåðåì öåëîå m òàê, ÷òîáû 1
2
4m(λ−λ0) > A è
ïîñòðîåííûå ïî x è m èçëîæåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.1 ñïîñîáîì òî÷êè
αm è βm ïðèíàäëåæàëè âûáðàííîìó îòðåçêó. Òàê êàê | f(βm) − f(αm) |> 124−mλ0 è
βm − αm = 4−m, òî
|f(βm)− f(αm)| > 1
2
4−mλ0 4mλ |βm − αm|λ > A|βm − αm|λ •
Ëåììà 1.4. Ïóñòü x1 è x2  ïðîèçâîëüíûå òî÷êè R1 . Èìåþò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâà
|ϕn(x1)− ϕn(x2)| ≤ 4n|x1 − x2|, n = 0, 1, . . . , (1.9)
è
|ϕn(x1)− ϕn(x2)| ≤ 1
2
4m|x1 − x2|, n = 0, 1, . . . , (1.10)
åñëè íà îòðåçêå [x1, x2] ôóíêöèß ϕ(·) îáðàùàåòñß â íóëü íå ìåíåå äâóõ ðàç.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íàä îòðåçêîì [x1, x2] ðàñïîëîæåí ïðßìîëèíåéíûé ó÷àñòîê
ãðàôèêà ôóíêöèè ϕn(·). Òîãäà ϕn(x1) − ϕn(x2) = ±4n(x1 − x2). Åñëè òî÷êè x1 è
x2 ëåæàò ïîä ðàçíûìè ïðßìîëèíåéíûìè ó÷àñòêàìè ãðàôèêà, ϕn(x1) 6= ϕn(x2), òî
íàéäóòñß òàêèå òî÷êè x′1 è x′2, ðàñïîëîæåííûå ïîä îäíèì ïðßìîëèíåéíûì ó÷àñòêîì
ãðàôèêà, ÷òî ϕn(x′1) = ϕn(x1), ϕn(x′2) = ϕn(x2) è | x′2 − x′1 |<| x2 − x1 |. Òîãäà
| ϕn(x1)− ϕn(x2) |=| ϕn(x′1)− ϕn(x′2) |= 4n | x′1 − x′2 |< 4n | x1 − x2 |.
Ïóñòü íà îòðåçêå [x1, x2] ôóíêöèß ϕm(x) îáðàùàåòñß â íóëü íå ìåíåå äâóõ ðàç.
Ðàññòîßíèå ìåæäó åå ñîñåäíèìè íóëßìè ðàâíî 2/4m, ïîýòîìó | x1 − x2 |≥ 2/4m èëè,
÷òî îäíî è òî æå, 1 ≤ 1
2
4m | x1 − x2 |. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà | ϕn(x1)− ϕn(x2) |≤ 1
ñðàçó ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (1.10) •
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèßõ | x1 − x2 | íåðàâåíñòâî (1.9) ßâëßåòñß áîëåå
ñèëüíûì, ÷åì íåðàâåíñòâî | ϕn(x1)−ϕn(x2) |≤ 1, à íåðàâåíñòâî (1.10) ßâëßåòñß áîëåå
ñèëüíûì, ÷åì íåðàâåíñòâî (1.9), åñëè n ≥ m.
Ëåììà 1.5. Íà ëþáîì îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò
óñëîâèþ Hλ ñ ïîêàçàòåëåì λ ≤ λ0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 è x2  ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ðàññìàòðèâàåìîãî îòðåçêà.
Ïóñòü k  íàèìåíüøèé íîìåð, íà÷èíàß ñ êîòîðîãî âñå ôóíêöèè ϕn(·) íå ìåíåå äâóõ
ðàç îáðàùàþòñß â íóëü íà îòðåçêå [x1, x2]. Òîãäà | x1 − x2 |< 16/4k.
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü
f(x1)− f(x2) =
+∞∑
n=0
4−nλ0 [ϕn(x1)− ϕn(x2)].
12
Äëß îöåíêè ïåðâûõ k ñëàãàåìûõ èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (1.9) èç ëåììû 1.4, à äëß
îñòàëüíûõ  íåðàâåíñòâî (1.10). Ïîëó÷èì ïðè 0 < λ0 < 1
|f(x1)− f(x2)| < 16
[
1/(41−λ0 − 1) + 1
2
4λ0/(4λ0 − 1)
]
|x1 − x2|λ
èëè | f(x1)− f(x2) |<| x1 − x2 | ïðè λ0 = 1 •
Èç ëåìì 1.3 è 1.5 ñëåäóåò
Òåîðåìà 1.2. Íà ëþáîì îòðåçêå [a, b] âåùåñòâåííîé ïðßìîé âåðõíèé ïîêàçàòåëü
Ãåëüäåðà ôóíêöèè (1.8)
h(f(·), [a, b]) = λ0.
Ñëåäñòâèå 1.3. Íà âåùåñòâåííîé ïðßìîé h(f(·), x) = λ0 ∀x ∈ R1.
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ôóíêöèé, èìåþùèõ íà âåùåñòâåííîé ïðß-
ìîé çàäàííûé âåðõíèé ôóíêöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü λ(x). Åñëè èñïîëüçîâàòü äëß
ýòîãî ôóíêöèîíàëüíûé ðßä (1.8), ãäå âìåñòî λ0 ïîäñòàâëåíî λ(x), òî ôóíêöèß λ(x)
äîëæíà áûòü ïî êðàéíåé ìåðå íåïðåðûâíîé. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íà λ(x) äîëæ-
íî áûòü íàëîæåíî áîëåå ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå.
Ñôîðìóëèðóåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèß, êîòîðûå äîêàçûâàþòñß ìåòîäîì
îò ïðîòèâíîãî.
Ëåììà 1.6. Åñëè f(·) ∈ H(M), òî f(·) ∈ Hµ(M) ∀µ < inf
x∈M
h(f(·), x).
Ñëåäñòâèå 1.4. Åñëè h(f(·), x) = λ(x) íà M , òî h(f(·),M1) = inf
x∈M1
λ(x)
∀M1 ⊂M .
Ëåììà 1.7. Ïóñòü f(·) ∈ H(M). Åñëè λ(x)  òàêàß íåïðåðûâíàß íà R1 ôóíêöèß,
÷òî h(f(·),M1) = inf
x∈M1
λ(x) ∀M1 ⊂M , òî h(f(·), x) = λ(x) íà M .
Òåîðåìà 1.3. Ïóñòü λ(x)  ôóíêöèß, óäîâëåòâîðßþùàß íà âñåé âåùåñòâåííîé
ïðßìîé óñëîâèßì h(λ(·), x) ≥ λ(x), 0 < λ(x) ≤ 1. Òîãäà ôóíêöèß
f(x) =
+∞∑
n=0
4−nλ(x)ϕn(x) (1.11)
èìååò âåðõíèé ôóíêöèîíàëüíûé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà h(f(·), x) = λ(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1, x2  ëþáûå äâå òî÷êè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî îòðåçêà
[a, b] âåùåñòâåííîé ïðßìîé. Îöåíèì ðàçíîñòü
|f(x1)− f(x2)| ≤
∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0
4−nλ(x1)ϕn(x1)−
+∞∑
n=0
4−nλ(x1)ϕn(x2)
∣∣∣∣∣+
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+∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0
4−nλ(x1)ϕn(x2)−
+∞∑
n=0
4−nλ(x2)ϕn(x2)
∣∣∣∣∣ = S1 + S2.
Äëß ôóíêöèè f1(x) =
+∞∑
n=0
4−nλ(x1) ïî ëåììå 1.5 h(f1(·), x) = λ(x1) è òîãäà
S1 ≤ A1|x1 − x2|λ(x1) ≤ A|x1 − x2|λ, λ ≤ λ0 = inf
x∈[a,b]
λ(x).
Òàê êàê ïî ôîðìóëå êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèé Ëàãðàíæà
4−nt1 − 4−nt2 = −n ln 4 · 4−nξ(t1 − t2), t1 < ξ < t2,
òî âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåòñß òàê:
S2 ≤ ln 4 · |λ(x1)− λ(x2)|
+∞∑
n=0
n4−nξ.
Ðßä
+∞∑
n=0
n4−nξ ñõîäèòñß ïî ïðèçíàêó Äàëàìáåðà. Òàê êàê h(λ(·), x) ≥ λ(x), òî
| λ(x1) − λ(x2) |≤ A2 | x1 − x2 |λ ∀λ < λ0 â ñèëó ëåììû 1.6, ïðè÷åì sup{λ} ≥ λ0.
Îêîí÷àòåëüíî âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà h(f(·), [a, b]) = λ0 è h(f(·), x) = λ(x) ïî
ëåììå 1.7 •
Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå h(λ(·), x) ≥ λ(x) âûïîëíßåòñß, íàïðèìåð, äëß âñåõ ôóíêöèé
êëàññà H1(M). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè h(λ(·), x) < λ(x), òî ôóíêöèß f(·), îïðåäå-
ëåííàß êàê ñóììà ðßäà (1.11), íå áóäåò èìåòü âåðõíèì ôóíêöèîíàëüíûì ïîêàçàòåëåì
Ãåëüäåðà ôóíêöèþ λ(·).
Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî ôóíêöèè, óäîâëåòâîðßþùèå íà íåêî-
òîðîì ìíîæåñòâå óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ çàäàííûì ïîêàçàòåëåì, íî íå ñ áîëüøèì, äî-
ñòàòî÷íî ýêçîòè÷íû. Äëß "îáû÷íûõ" ôóíêöèé âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà, êàê
ïðàâèëî, îòëè÷åí îò 1 òîëüêî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê.
Äëß ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî îïðåäåëèòü âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ëåáåãà íà
ìíîæåñòâå. Âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ëåáåãà, ëåãêî âèäåòü, çàäàåò ãðàíèöó L-õàðàêòåðèñ-
òèêè îïåðàòîðà, äåéñòâóþùåãî â ïðîñòðàíñòâå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé [47], 1.
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Ãëàâà 2.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñèíãóëßðíîå óðàâíåíèå
ñ ßäðîì Êîøè
Â ýòîé ãëàâå ñîäåðæàòñß îñíîâíûå ïîëîæåíèß êëàññè÷åñêîé òåîðèè ÑÈÓ ñ ßäðîì
Êîøè â ãåëüäåðîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé, íà îñíîâå êîòîðûõ â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ áóäóò
ïîñòðîåíû íîâûå êëàññû ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Ïîäðîáíûå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèß è ëèòåðàòóðíûå ññûëêè ìîæíî íàéòè â ìîíî-
ãðàôèßõ Ô.Ä. Ãàõîâà [19], Í.È. Ìóñõåëèøâèëè [60], È.Ö. Ãîõáåðãà, Í.ß. Êðóïíèêà
[21], ðàáîòàõ Á.Â. Õâåäåëèäçå [133], [134], à òàêæå â îáçîðå Ç. Ïðåñäîðôà [103]. Ðàç-
ëè÷íûå âîïðîñû îáùåé òåîðèè ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè èçëîæåíû òàêæå â êíèãàõ [69],
[102], [138] è [79].
×òîáû óòî÷íèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè ïðàâûõ ÷àñòåé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè è êëàññàìè ðåøåíèé ñèíãóëßðíîãî óðàâíåíèß, ââåäåíû
ïîäêëàññû êëàññà H∗ Í.È. Ìóñõåëèøâèëè è èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ñèíãóëßðíûõ èí-
òåãðàëîâ ñ ßäðîì Êîøè ñ ïëîòíîñòßìè èç òàêèõ ïîäêëàññîâ. Ïðèíßòî ïðàâèëî: íå
èñïîëüçîâàòü (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå) âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ òî÷êè
âåòâëåíèß íà áåñêîíå÷íîñòè. Òàêîé ïîäõîä îñíîâàí íà ìåòîäàõ ãëîáàëüíîãî âûäåëå-
íèß îñîáåííîñòåé èç ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà, èçëîæåííûõ â ìîíîãðàôèè Ë.È. ×èá-
ðèêîâîé [138], 6.
2.1. Âåòâè ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
Âû÷èñëèì èíòåãðàë ñ ßäðîì Êîøè ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ. Â ñëó÷àå, êîãäà ðàñ-
ñìàòðèâàþòñß âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè,
b∫
a
dt
t− x =
{
ln
b− x
x− a, a < x < b; ln
b− x
a− x, x < a; ln
x− b
x− a, x > b
}
, (2.1)
ïðè÷åì ïðè x ∈ (a, b) ñèíãóëßðíûé èíòåãðàë ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà-
÷åíèß. ×òîáû àðãóìåíòû ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé âñåãäà áûëè ïîëîæèòåëüíûìè,
óñëîâèìñß, ÷òî åñëè àðãóìåíòîì ëîãàðèôìà ßâëßåòñß äðîáü, òî åå ÷èñëèòåëü è çíàìå-
íàòåëü ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó ïðè x < a è ïðè x > b èñïîëüçîâàíû ðàçíûå ôîðìû
çàïèñè äëß îäíîé è òîé æå ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.
Â ñëó÷àå êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíûõ ëèíèßõ äåëî îáñòîèò
íåñêîëüêî ñëîæíåå. Ïóñòü
ln
z − b
z − a, z /∈ ab,
 âûäåëåííàß â ðàçðåçàííîé ïî äóãå ab ïëîñêîñòè âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ëîãàðèôìè-
÷åñêîé ôóíêöèè, îáðàùàþùàßñß â íóëü â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ïðåäåëüíûå
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çíà÷åíèß ýòîé âåòâè ñëåâà è ñïðàâà íà ab îáîçíà÷èì[
ln
t− b
t− a
]±
, t ∈ (ab).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èíòåãðàë ñ ßäðîì Êîøè ñ åäèíè÷íîé ïëîòíîñòüþ ñóùåñòâóåò
â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß, ïðè ýòîì∫
ab
dτ
τ − t =
[
ln
t− b
t− a
]∓ ± ipi, t ∈ (ab).
Îïðåäåëèì ãëàâíîå çíà÷åíèå íà ab ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè êàê ïîëóñóììó åå
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñëåâà è ñïðàâà:
ln
b− t
t− a : =
1
2
([
ln
t− b
t− a
]+
+
[
ln
t− b
t− a
]−)
, t ∈ (ab), (2.2)
òîãäà èìååò ìåñòî
Ëåììà 2.1. ∫
ab
dτ
τ − t = ln
b− t
t− a, t ∈ (ab). (2.3)
Â äàëüíåéøåì íàì áóäåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ (2.3)
èìåííî êàê ãëàâíîå çíà÷åíèå ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà.
Êàê è â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå,∫
ab
dτ
τ − z = ln
z − b
z − a = ln
b− z
a− z , z /∈ ab,
ïðè ýòîì ìîæíî íå ðàçëè÷àòü äâå ôîðìû çàïèñè ëîãàðèôìà.
Ëåììà 2.2. ∫
ab
ln
b− τ
τ − a
dτ
τ − t =
1
2
[(
ln
b− t
t− a
)2 − pi2], t ∈ (ab), (2.4)
K1∑
k=0
(−1)kpi2kC2k+1m
∫
ab
(
ln
b− τ
τ − a
)m−2k−1 dτ
τ − t =
=
K2∑
k=0
(−1)kpi2kC2km
(
ln
b− t
t− a
)m−2k
, m = 1, 2, . . . , (2.5)
ãäå K1 = [(m− 1)/2], K2 = [m/2], [ . ]  öåëàß ÷àñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ψ(·)  êóñî÷íî-ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß ñ ëèíèåé ðàçðûâà
ab, ïðèíèìàþùàß êîíå÷íîå çíà÷åíèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïóñòü ψ±(·)  åå ïðåäåëüíûå
çíà÷åíèß íà ab. Ïî èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Êîøè
1
2pii
∫
ab
ψ+(τ) dτ
τ − z −
1
2pii
∫
ab
ψ−(τ) dτ
τ − z = ψ(z)− ψ(∞).
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Òîãäà ïðè z → t ∈ (ab) ïîëó÷èì, ÷òî
1
2pii
∫
ab
[ψ+(τ)− ψ−(τ)] dτ
τ − t =
1
2
[ψ+(t) + ψ−(t)]− ψ(∞). (2.6)
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
ψ(z) =
(
ln
z − b
z − a
)m
, z /∈ ab.
Ïîäñòàâèì åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß
ψ±(t) =
(
ln
b− τ
τ − a ± ipi
)m
=
m∑
j=0
(±ipi)jCjm
(
ln
b− τ
τ − a
)m−j
â ôîðìóëó (2.6) è ïîëó÷èì ïîñëå ïðèâåäåíèß ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ôîðìóëó (2.5).
Ðàâåíñòâî (2.4) ßâëßåòñß ÷àñòíûì ñëó÷àåì (2.5) ïðè m = 2. Ïðè m = 1 ïîëó÷èì
(2.3), à ïðè m = 3 èìååì∫
ab
(
ln
b− τ
τ − a
)2 dτ
τ − t =
1
3
[(
ln
b− t
t− a
)3 − 2pi2 ln b− t
t− a
]
, t ∈ (ab) •
Çàìå÷àíèå. Èç ðàâåíñòâà (2.5) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëß âû÷èñëåíèß ñèíãó-
ëßðíîãî èíòåãðàëà îò öåëîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëèì ãëàâíîå çíà÷åíèå íà äóãå ab ñòåïåííîé ôóíêöèè( b− t
t− a
)α
: = exp
[
α ln
b− t
t− a
]
= exp
∫
ab
α dτ
τ − t , t ∈ (ab), (2.7)
çäåñü α  íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Òîãäà âûäåëåííàß â ðàçðåçàííîé ïî äóãå ab
ïëîñêîñòè âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ñòåïåííîé ôóíêöèè, îáðàùàþùàßñß â 1 â áåñêîíå÷íî
óäàëåííîé òî÷êå, ( z − b
z − a
)α
= exp
∫
ab
α dτ
τ − z , z /∈ ab,
èìååò ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß íà ab[( t− b
t− a
)α]±
= exp[±iαpi]
( b− t
t− a
)α
, t ∈ (ab).
Ëåììà 2.3. Ïóñòü α 6= 0, β 6= 0  òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ÷òî −1 < Reα < 1,
−1 < Re β < 1. Òîãäà∫
ab
( b− τ
τ − a
)α dτ
τ − t =
pi
sinαpi
[
cosαpi
( b− t
t− a
)α − 1], t ∈ (ab), (2.8)
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β dτ
τ − t =
pi
sin βpi
[
1− cos βpi
(t− a
b− t
)β]
, t ∈ (ab). (2.9)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (2.8) ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.6), åñëè â êà÷åñòâå ôóíê-
öèè ψ(·) ðàññìîòðåòü ñòåïåííóþ ôóíêöèþ. Ôîðìóëà (2.9) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì, íî äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå (2.8) çàìåíèòü α íà −β •
Ëåììà 2.4. Ïóñòü α 6= 0, β 6= 0  òàêèå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ÷òî −1 < Reα < 1,
−1 < Re β < 1. Òîãäà ∫
ab
( b− τ
τ − a
)α
ln
b− τ
τ − a
dτ
τ − t =
=
pi
sinαpi
[
cosαpi
( b− t
t− a
)α
ln
b− t
t− a −
pi
sinαpi
( b− t
t− a
)α
+ pi ctgαpi
]
, t ∈ (ab), (2.10)
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β
ln
τ − a
b− τ
dτ
τ − t =
=
pi
sin βpi
[
− cos βpi
(t− a
b− t
)β
ln
t− a
b− t +
pi
sin βpi
(t− a
b− t
)β − pi ctg βpi], t ∈ (ab). (2.11)
Ôîðìóëû (2.10) è (2.11) òàêæå ñëåäóþò èç òîæäåñòâà (2.6). Ìîæíî ðàññìîòðåòü è
áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ëîãàðèôìè÷åñêàß ôóíêöèß â èõ ëåâîé ÷àñòè ñîäåðæèòñß
â ëþáîé öåëîé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.
Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîäêëàññû êëàññà H∗(ab). Îáîçíà÷èì H0λ(ab) êëàññ ôóíêöèé,
ïðèíàäëåæàùèõ Hλ(ab) è îáðàùàþùèõñß â íóëü â òî÷êàõ a è b.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(·) ∈ H lλ(ab), åñëè
∃fl(·), f0(·) ∈ Hλ(ab) | f(t) = fl(t) ln b− t
t− a + f0(t) ∀t ∈ (ab) (2.12)
è f(·) ∈ H l,mλ (ab), m = 1, 2, . . ., åñëè
∃fl,m(·) ∈ Hλ(ab), f0(·) ∈ H l,m−1λ (ab) |
f(t) = fl,m(t)
(
ln
b− t
t− a
)m
+ f0(t) ∀t ∈ (ab), (2.13)
çäåñü H l,1λ (ab) = H lλ(ab).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè f(·) ∈ H l,mλ (ab) è fl,m(a) = 0, fl,m(b) = 0, òî f(·) ∈ H l,m−1λ (ab)
(λ  âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà). Áóäåì ïðåäïîëàãàòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ôóíêöèß
fl,m(·) íå îáðàùàåòñß â íóëü â òî÷êàõ a è b îäíîâðåìåííî.
Êëàññû ôóíêöèé, èìåþùèõ ñòåïåííûå îñîáåííîñòè íà êîíöàõ äóãè, áóäåì îáî-
çíà÷àòü Hpλ(ab). Òî÷íåå, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(·) ∈ Hpλ[α, β](ab), 0 ≤ Reα < 1,
0 ≤ Re β < 1, åñëè
∃fa(·), fb(·) ∈ Hλ(ab) | fa(a) 6= 0, fb(b) 6= 0,
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f(t) = fa(t)
( b− t
t− a
)α
+ fb(t)
(t− a
b− t
)β
+ f0(t) ∀t ∈ (ab), (2.14)
ãäå èëè f0(·) ∈ Hλ(ab), èëè èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè íà êîíöàõ äóãè,
èëè f0(·) ∈ Hpλ[α0, β0](ab), Reα0 < Reα, Re β0 < Re β. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ óäîá-
íî èç îïðåäåëåíèß êëàññà Hpλ[α, β](ab) èñêëþ÷èòü òðåáîâàíèå fa(a) 6= 0, fb(b) 6= 0.
Òîãäà, åñëè íóæíî áîëåå òî÷íî îïèñàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ äóãè, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Ïóñòü ôóíêöèß f(·) èìååò â óçëå cj ëèíèè L èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü. Íàçîâåì
ïîðßäêîì ñòåïåííîé îñîáåííîñòè ôóíêöèè f(·) â óçëå cj
γj = inf
{
Re γ | lim
t→cj
f(t)
( t− cj
t− ck
)γ
= 0
}
, (2.15)
çäåñü ck  ëþáîé èç óçëîâ ëèíèè L, ñîâïàäàþùèõ ñ êîíöàìè ñîñòàâëßþùèõ L ðàçî-
ìêíóòûõ äóã, ñõîäßùèõñß â óçëå cj. Èíîãäà òàêæå âàæíî çíàòü, äîñòèãàåòñß èëè íåò
òî÷íàß ãðàíü â îïðåäåëåíèè ïîðßäêà îñîáåííîñòè.
Äëß êëàññîâ ôóíêöèé, èìåþùèõ íà êîíöàõ äóãè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèå îñî-
áåííîñòè, áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèß Hpl,mλ [α, β](ab). Âîçìîæíû òàêæå ñèòóà-
öèè, êîãäà íà êîíöàõ äóãè ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè èìåþò îñîáåííîñòè ðàçëè÷íûõ
òèïîâ.
Óñëîâèìñß, åñëè ýòî íå âûçîâåò íåäîðàçóìåíèé, íå óêàçûâàòü â îáîçíà÷åíèßõ
êëàññîâ òå èëè èíûå ýëåìåíòû.
2.2. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà ñ ßäðîì Êîøè
Òåîðèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè â ãåëüäåðîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé îñíîâàíà íà ñëåäó-
þùèõ óòâåðæäåíèßõ.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè µ(·) ∈ Hλ(ab), 0 < λ ≤ 1, òî ñèíãóëßðíûé èíòåãðàë
(Sabµ)(t) : =
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t (2.16)
ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß ∀t ∈ (ab). Åñëè µ(·) ∈ H0λ(ab), 0 < λ ≤ 1,
òî (Sabµ)(·) ∈ Hλ(ab) ïðè λ < 1 è (Sabµ)(·) ∈ H1−ε(ab) ∀ε, 0 < ε < 1 ïðè λ = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñß â êíèãàõ [60], [19]. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè èñïîëüçî-
âàòü ïîíßòèå âåðõíåãî ïîêàçàòåëß Ãåëüäåðà, òî â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû íå íóæíî
âûäåëßòü ñëó÷àé λ = 1.
Òåîðåìà 2.2. Åñëè µ(·) ∈ H l,mλ (ab), òî (Sabµ)(·) ∈ H l,m+1λ (ab), m = 0, 1, . . . Ïðè
ýòîì ∃ lm(·) ∈ Hλ(ab), lm(a) = µ(a)/m!, lm(b) = µ(b)/m!, m0(·) ∈ H l,mλ (ab) |∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = lm(t)
(
ln
b− t
t− a
)m
+m0(t), t ∈ (ab). (2.17)
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Ñëåäñòâèå 2.1. Åñëè µ(·) ∈ Hλ(ab), òî â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b∫
ab
µ(τ )dτ
τ − t = µ(a) ln
b− t
t− a + µa(t),
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = µ(b) ln
b− t
t− a + µb(t), (2.18)
ãäå µa(·), µb(·) ∈ Hλ(ab).
Åñëè µ(·) ∈ H lλ(ab), òî â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b∫
ab
µ(τ)dτ
τ − t =
1
2
µ(a)
(
ln
b− t
t− a
)2
+ma(t), (2.19)
∫
ab
µ(τ)dτ
τ − t =
1
2
µ(b)
(
ln
b− t
t− a
)2
+mb(t), (2.20)
ãäå ma(·), mb(·) ∈ H lλ(ab).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ(·) ∈ Hλ(ab) (m = 0) è
l(t) = µ(a)
b− t
b− a + µ(b)
t− a
b− a (2.21)
(ëèíåéíàß àïïðîêñèìàöèß ôóíêöèè µ(·) íà ab). Òîãäà∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
l(τ) dτ
τ − t +
∫
ab
µ(τ)− l(τ)
τ − t dτ.
Ïðè ýòîì ∫
ab
l(τ) dτ
τ − t = l(t) ln
b− t
t− a + µ(b)− µ(a) ∀t ∈ (ab),
à âòîðîå ñëàãàåìîå ïðèíàäëåæèò êëàññó Hλ(ab) ïî òåîðåìå 2.1, òàê êàê µ(·)−ml(·) ∈
H0λ(ab).
Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò l(·) ïðè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè íå òîëüêî ãåëüäå-
ðîâ ñ ïîêàçàòåëåì λ, íî è äèôôåðåíöèðóåì. Ìîæíî áûëî òàêæå âûáðàòü l(t) = µ(t).
Ïðè m = 1, 2, . . . äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñß ïî òîé æå ñõåìå.
Åñëè µ(·) ∈ H lλ(ab), òî â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè òàêæå ìîæíî âçßòü
ôóíêöèþ (2.21). Èç ôîðìóëû (2.4) ñëåäóåò, ÷òî∫
ab
l(τ) ln
b− τ
τ − a
dτ
τ − t =
1
2
l(t)
[(
ln
b− t
t− a
)2 − pi2]+
+
µ(b)− µ(a)
b− a +
∫
ab
ln
b− τ
τ − a dτ ∀t ∈ (ab) •
Ïóñòü òåïåðü ïëîòíîñòü èíòåãðàëà (2.16) äîïóñêàåò îñîáåííîñòè ñòåïåííîãî èëè
ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà íà êîíöàõ äóãè ab.
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Òåîðåìà 2.3. Åñëè µ(·) ∈ Hpl,mλ [α, β](ab), òî (Sabµ)(·) ∈ Hpl,mλ [α, β](ab),
m = 0, 1, . . . Ïðè ýòîì ∃ pla,m(·), plb,m(·) ∈ Hλ(ab), |∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = pla,m(t)
( b− t
t− a
)α(
ln
b− t
t− a
)m−
−plb.m(t)
(t− a
b− t
)β(
ln
b− t
t− a
)m
+m0(t), t ∈ (ab), (2.22)
ãäå ôóíêöèß m0(·) èìååò â òî÷êàõ a è b îñîáåííîñòè ïîðßäêîâ ìåíüøèõ, ÷åì µ(·),
èëè âîîáùå íå èìååò îñîáåííîñòåé.
Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè µ(·) ∈ Hpλ[α, β](ab), òî â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = pi ctgαpi µ(a)
( b− t
t− a
)α
+ma(t), (2.23)
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = −pi ctg βpi µ(b)
( b− t
t− a
)α
+mb(t), (2.24)
ãäå ma(·) ∈ Hpλ[α0, β](ab), mb(·) ∈ Hpλ[α, β0](ab), Reα0 < Reα, Re β0 < Re β.
Åñëè µ(·) ∈ Hplλ [α, β](ab), òî â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = pi ctgαpi µ(a)
( b− t
t− a
)α
ln
b− t
t− a +ma(t), (2.25)
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = −pi ctg βpi µ(b)
( b− t
t− a
)α
ln
b− t
t− a +mb(t), (2.26)
ãäå ma(·), mb(·) ∈ Hpλ[α, β](ab).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ(·) ∈ Hpλ[α, β](ab) è
µ(t) = µa(t)
( b− t
t− a
)α
+ µb(t)
(t− a
b− t
)β
+ µ0(t) ∀t ∈ (ab).
Òîãäà ∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t = µa(t)
∫
ab
( b− τ
τ − a
)α dτ
τ − t +
∫
ab
( b− τ
τ − a
)α
[µa(τ)− µa(t)] dτ
τ − t+
+µb(t)
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β dτ
τ − t +
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β
[µb(τ)− µb(t)] dτ
τ − t +
∫
ab
µ0(τ) dτ
τ − t .
Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ôîðìóëû (2.8) è (2.9).
Åñëè µ(·) ∈ Hplλ [α, β](ab), òî èñïîëüçóåì ôîðìóëû (2.10) è (2.11). Ïðè m = 2, 3, . . .
ðàññóæäåíèß àíàëîãè÷íû •
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2.3. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Êëàññû Ãåëüäåðà
Ïóñòü L  êóñî÷íî-ãëàäêàß ëèíèß, cj, j = 1..n,  åå óçëû. Ðàññìîòðèì õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
(Kµ)(t) : = A(t)µ(t) +B(t)
∫
L
µ(τ) dτ
τ − t = f(t), t ∈ (L). (2.27)
Ñèíãóëßðíûé èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (2.27) áóäåì ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà-
÷åíèß ïî Êîøè, òî åñòü êàê ïðåäåë êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ïî ëèíèè L
áåç âûðåçàííîé îêðóæíîñòüþ ìàëîãî ðàäèóñà îêðåñòíîñòè òî÷êè t, åñëè ðàäèóñ ýòîé
îêðóæíîñòè ñòðåìèòñß ê íóëþ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàâåíñòâî (2.27) âûïîëíßåòñß
òîëüêî â îáûêíîâåííûõ òî÷êàõ ëèíèè L.
Èç òåîðåì ðàçäåëà 2.2 ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå îáëàñòè îïðåäåëåíèß õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîãî ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà K, ñòàâßùåãî ôóíêöèè µ(·) â ñî-
îòâåòñòâèå ñòîßùåå â ëåâîé ÷àñòè (2.27) âûðàæåíèå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ëþáîé èç
ïîäêëàññîâ êëàññà H∗(L), îïðåäåëåííûõ â êîíöå ðàçäåëà 2.1.
Óòî÷íèì êëàññû ôóíêöèé, êîòîðûì ïðèíàäëåæàò çíà÷åíèß îïåðàòîðà K.
Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ Hλ(ab).
1) Åñëè µ(·) ∈ H0λ(ab), òî (Kµ)(·) ∈ Hλ(ab);
2) åñëè µ(·) ∈ H l,mλ (ab), m = 0, 1, . . ., òî (Kµ)(·) ∈ H l,m+1λ (ab);
3) åñëè µ(·) ∈ Hpl,mλ [α, β](ab), m = 0, 1, . . ., è íå âûïîëíßþòñß ðàâåíñòâà
A(a) + pi ctgαpi B(a) = 0, A(b)− pi ctg βpi B(b) = 0, (2.28)
òî (Kµ)(·) ∈ Hpl,mλ [α, β](ab), èíà÷å (Kµ)(·) ∈ Hpl,m−1λ [λa, λb](ab) èëè
(Kµ)(·) ∈ Hpλ[α0, β0](ab) ïðè m = 0, ãäå 0 ≤ Reα0 < Reα, 0 ≤ Re β0 < Re β.
Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì ðàçäåëà 2.2. Åñëè
óñëîâèß (2.28) âûïîëíßþòñß, òî ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß íåîáõîäèìî èìååò îñîáåí-
íîñòè ïîðßäêîâ ìåíüøèõ, ÷åì ðåøåíèå óðàâíåíèß. Áóäåì ýòî ó÷èòûâàòü, êîãäà ðå÷ü
ïîéäåò îá îïðåäåëåíèè ðåøåíèß óðàâíåíèß ïî çàäàííîé ïðàâîé ÷àñòè.
Ñëåäñòâèå 2.3. Åñëè A(·), B(·) ∈ Hλ(L) è µ(·) ∈ H∗(L), òî (Kµ)(·) ∈ H∗(L).
Ïðè íåîáõîäèìîñòè âñåãäà ìîæíî áîëåå òî÷íî èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè
(Kµ)(t) ïðè ñòðåìëåíèè t ê êàæäîìó èç óçëîâ ëèíèè L ïî ëþáîé èç ñõîäßùèõñß â
óçëå ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã.
Ðàññìîòðèì ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü (ìåòîä
ñâåäåíèß ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà èëè ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ñîïðßæåíèß), èñïîëüçó-
åìûé ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé ÑÈÓ (2.27) â ãåëüäåðîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé, ñëåäóß
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[60] è [19]. Ïðè ýòîì îáðàòèì îñîáîå âíèìàíèå íà ïîâåäåíèå ðåøåíèß è ïðàâîé ÷àñòè
óðàâíåíèß (2.27) â óçëàõ ëèíèè L.
Òåîðåìà 2.5. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ Hλ(L). Åñëè âûïîëíßåòñß óñëîâèå
A2(t) + pi2B2(t) 6= 0 ∀t ∈ L, (2.29)
òî ëþáîå ðåøåíèå µ(·) ∈ H∗(L) óðàâíåíèß (2.27) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
µ(t) =
A(t)
A2(t) + pi2B2(t)
f(t)− B(t)
A2(t) + pi2B2(t)
Z(t)
[∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − t + Pκ−1(t)
]
, (2.30)
Z(t) =
√
A2(t) + pi2B2(t) exp
[ 1
2pii
∫
L
ln
A(t)− ipiB(t)
A(t) + ipiB(t)
dτ
τ − t
] n∏
j=1
(t− cj)κj (2.31)
 îäíà èç êàíîíè÷åñêèõ ôóíêöèé óðàâíåíèß, κj  íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà, κ = κ1 +
. . .+ κn  èíäåêñ äàííîé êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè, Pκ−1(t)  íåêîòîðûé ïîëèíîì ñòå-
ïåíè íå âûøå, ÷åì κ − 1. Åñëè κ ≤ 0, òî Pκ−1(t) ≡ 0. Ïðè κ < 0∫
L
f(τ)
Z(τ)
τ k−1dτ = 0, k = 1 . . − κ. (2.32)
Çàìå÷àíèå. Åñëè óñëîâèå (2.29) âûïîëíåíî, òî âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
A2(t) + pi2B2(t) ≡ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè µ(·) ∈ H∗(L)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (2.27), òî èíòåãðàë òèïà
Êîøè
Φ(z) =
1
2pii
∫
L
µ(τ) dτ
τ − z (2.33)
 êóñî÷íî-ãîëîìîðôíàß ôóíêöèß ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ L, èñ÷åçàþùàß íà áåñêîíå÷íîñòè.
Èç ôîðìóë Ñîõîöêîãî ñëåäóåò, ÷òî åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß âî âñåõ îáûêíîâåííûõ
òî÷êàõ ëèíèè L ñâßçàíû ðàâåíñòâîì
Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ L, (2.34)
ãäå
G(t) =
A(t)− ipiB(t)
A(t) + ipiB(t)
, g(t) =
f(t)
A(t) + ipiB(t)
.
Ïîñòðîèì ðåøåíèß çàäà÷è (2.34) â êëàññå èñ÷åçàþùèõ íà áåñêîíå÷íîñòè êóñî÷íî-
ãîëîìîðôíûõ ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ L ôóíêöèé. Ïóñòü
γj =
1
2pii
[−∑
(k)
lnG(ak) +
∑
(k)
lnG(bk)], (2.35)
23
çäåñü ñóììèðîâàíèå âåäåòñß ïî âñåì äóãàì akbk, èìåþùèì óçåë cj â êà÷åñòâå îáùåé
òî÷êè. Êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß çàäà÷è Ðèìàíà èìååò âèä
X(z) = exp
[ 1
2pii
∫
L
lnG(τ) dτ
τ − z
] n∏
j=1
(z − cj)−κj , (2.36)
ãäå öåëûå ÷èñëà κj âûáèðàþòñß òàê, ÷òîáû âûïîëíßëèñü óñëîâèß −1 < Re γj−κj < 1.
Åñëè Re γj  öåëîå (cj  îñîáåííûé óçåë), òî, ëåãêî âèäåòü, κj = Re γj. Äëß íåîñîáåí-
íûõ óçëîâ (Re γj  íå öåëîå) èìååòñß âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ÷èñëà κj òàê, ÷òîáû âû-
ïîëíßëîñü îäíî èç äâóõ íåðàâåíñòâ: −1 < Re γj−κj < 0 èëè 0 < Re γj−κj < 1 . Ïóñòü
ïîêà ÷èñëà κj âûáðàíû òàê, ÷òîáû äëß âñåõ íåîñîáåííûõ óçëîâ −1 < Re γj − κj < 0.
Âñå ðåøåíèß çàäà÷è Ðèìàíà â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ôóíêöèé äàåò ôîðìóëà
Φ(z) =
X(z)
2pii
∫
L
g(τ)
X+(τ)
dτ
τ − z +X(z)Pκ−1(z), (2.37)
çäåñü X+(t)  ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñëåâà íà L êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè (2.36). Óñëî-
âèß (2.32) îáåñïå÷èâàþò ïðè κ < 0 íóæíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèß íà áåñêîíå÷íîñòè.
Òîãäà âñå ðåøåíèß óðàâíåíèß (2.27) êëàññà H∗ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû êàê ðàçíîñòü
ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà L ôóíêöèè (2.37). Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (2.30) ñëåäó-
åò èç ôîðìóëû µ(t) = Φ+(t) − Φ−(t), ïðè ýòîì êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß óðàâíåíèß
Z(t) = [A(t) + ipiB(t)]X+(t) •
Çà ñ÷åò âûáîðà ÷èñåë κj â ôîðìóëó (2.30) ìîãóò áûòü ïîäñòàâëåíû êàíîíè÷åñêèå
ôóíêöèè Z(·) ñ ðàçëè÷íûì ïîâåäåíèåì â íåîñîáåííûõ óçëàõ, íî âñåãäà ïëîòíîñòü
ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà f(·)/Z(·) äîëæíà èìåòü â óçëàõ ëèíèè L îñîáåííîñòü íå
áîëåå ÷åì èíòåãðèðóåìîãî ïîðßäêà.
Ïóñòü ðåøåíèå µ(·) óðàâíåíèß (2.27) èìååò â óçëå cj îñîáåííîñòü ïîðßäêà δj. Òî-
ãäà ïðàâàß ÷àñòü f(·) óðàâíåíèß íåîáõîäèìî èìååò îñîáåííîñòü òîãî æå (èëè ìåíü-
øåãî) ïîðßäêà â ýòîì óçëå. Ðàññìîòðèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû
(2.30). Åñëè êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) èìååò îñîáåííîñòü ïîðßäêà Re γj â óçëå cj,
òî âîçìîæíû òðè ñèòóàöèè: Re γj < δj, Re γj = δj è Re γj > δj. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïëîòíîñòü f(·)/Z(·) èíòåãðàëà ñ ßäðîì Êîøè èìååò îñîáåííîñòü ïîðßäêà δj − Re γj,
òàêóþ æå îñîáåííîñòü èìååò èíòåãðàë, à âñå âòîðîå ñëàãàåìîå èìååò îñîáåííîñòü ïî-
ðßäêà ðîâíî δj. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïëîòíîñòü èíòåãðàëà îñîáåííîñòè íå èìååò, ñàì
èíòåãðàë ñ ßäðîì Êîøè ìîæåò èìåòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü, íî ïîðßäîê
îñîáåííîñòè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.30) âñå ðàâíî îñòàåòñß
ðàâíûì δj. Íàêîíåö, â òðåòüåì ñëó÷àå ïëîòíîñòü èíòåãðàëà ñ ßäðîì Êîøè îáðàùà-
åòñß â íóëü â óçëå cj, à ñòîßùàß ïåðåä èíòåãðàëîì êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) èìååò
îñîáåííîñòü ïîðßäêà áîëüøåãî, ÷åì δj. ×òîáû âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (2.30)
èìåëî òðåáóåìîå ïîâåäåíèå â óçëå cj, äîëæíî âûïîëíßòüñß îäíî èç äâóõ òðåáîâàíèé:
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èëè êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) äîëæíà èìåòü â óçëå ìåíüøèé ïîðßäîê ñòåïåííîé
îñîáåííîñòè, èëè äîëæíî èìåòü ìåñòî ðàâåíñòâî∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − cj + Pκ−1(cj) = 0. (2.38)
Ïîêàæåì, ÷òî ýòè äâà òðåáîâàíèß ðàâíîñèëüíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè κ ≥ 1
Pκ−1(t) = Pκ−1(cj) + (t− cj)P ′κ−1(t) =
∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − cj + (t− cj)P
′
κ−1(t).
Òàê êàê
1
τ − t −
1
τ − cj =
t− cj
(τ − cj)(τ − t) ,
òî ∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − t + Pκ−1(t) = (t− cj)
[∫
L
f(τ)
Z(τ)(τ − cj)
dτ
τ − t + P
′
κ−1(t)
]
.
Ïîýòîìó òðåáîâàíèå (2.38) ñâîäèòñß ê óìíîæåíèþ êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè Z(t) íà
t − cj, ïðè ýòîì ñòåïåíü ïîëèíîìà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2.30) óìåíüøàåòñß íà
åäèíèöó (ïðè κ = 1 ïîëèíîì èñ÷åçàåò). Ïðè κ ≤ 0 óñëîâèå (2.38) ïðèìåò âèä∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − cj = 0.
Òîãäà∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − t =
∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − t −
∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − cj = (t− cj)
∫
L
f(τ)
Z(τ)(τ − cj)
dτ
τ − t .
Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå èíäåêñà κ òàêæå óìåíüøèòñß íà åäèíèöó, è ïîðßäîê ñòåïåí-
íîé îñîáåííîñòè êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè Z(·) â óçëå cj ïîíèçèòñß (îñîáåííîñòü âîîáùå
ïðîïàäåò).
Ðàññìîòðèì òåïåðü äîñòàòî÷íûå óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ÑÈÓ (2.27) íà ab èìååò
ðåøåíèß, îãðàíè÷åííûå íà êîíöàõ äóãè.
Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ Hλ(ab), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå (2.29), è
f(·) ∈ Hλ(ab). Åñëè
1) ÷èñëà κa,κb âûáðàíû òàê, ÷òî êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) (2.31) îãðàíè÷åíà â
òî÷êàõ a è b;
2) ïðè κ = κa + κb < 0 ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (2.32);
3) ïðè B(a) = 0 è (èëè) B(b) = 0 âûïîëíßþòñß óñëîâèß f(a) = 0 è (èëè) f(b) = 0;
4) ïðè 2piκa = argG(a) è 2piκb = argG(b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè
µ(·) (2.30) â òî÷êàõ a è b,
òî ôóíêöèß µ(·) (2.30)  ðåøåíèå ÑÈÓ (2.27) êëàññà H0λ(ab).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îïðåäåëåííàß ôîðìóëîé (2.30) ôóíêöèß µ(·)
óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Hλ íà ëþáîé çàêðûòîé äóãå, ïðèíàäëåæàùåé (ab). Èññëåäóåì
ïîâåäåíèå ýòîé ôóíêöèè â òî÷êàõ a è b.
Ïóñòü
α =
1
2pii
lnG(a), β =
1
2pii
lnG(b).
Òîãäà â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b
Z(t) = Za(t)
( b− t
t− a
)α−κa
, −1 < Reα− κa ≤ 0,
Z(t) = Zb(t)
( b− t
t− a
)β−κb
, 0 ≤ Re β − κb < 1.
Åñëè a è b  íåîñîáåííûå êîíöû, òî åñòü Reα− κa 6= 0, Re β − κb 6= 0, òî èç ôîðìóë
(2.23), (2.24) ñëåäóåò, ÷òî
µ(a) =
f(a)
A2(a) + pi2B2(a)
[A(a)−B(a)pi ctg(κa − α)pi],
µ(b) =
f(b)
A2(b) + pi2B2(b)
[A(b) +B(b)pi ctg(β − κb)pi].
Íî ïðè ýòîì
pi ctg(κa − α) = ipi exp(−2piiα) + 1
exp(−2piiα)− 1 = ipi
1 +G(a)
1−G(a) =
A(a)
B(a)
,
pi ctg(β − κb) = ipi exp(2piiβ) + 1
exp(2piiβ)− 1 = ipi
G(b) + 1
G(b)− 1 = −
A(b)
B(b)
,
è òîãäà µ(a) = 0 è µ(b) = 0.
Åñëè a  îñîáåííûé êîíåö, òî åñòü Reα − κa = 0, òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àß. Ïðè
Imα 6= 0 êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) ñîäåðæèò ñòåïåííóþ ôóíêöèþ â ÷èñòî ìíè-
ìîé ñòåïåíè. Ïîýòîìó ïðåäåë ôóíêöèè µ(·) â òî÷êå a ñóùåñòâóåò, åñëè îáðàùàåòñß
â íóëü â ýòîé òî÷êå ÷àñòü âûðàæåíèß, ñòîßùåãî â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷à-
ñòè ôîðìóëû (2.30), îñòàâøàßñß ïîñëå âûäåëåíèß ñîäåðæàùåãî ñòåïåííóþ ôóíêöèþ
ñëàãàåìîãî èç ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà. Ïðè ýòîì µ(a) = 0. Åñëè Imα = 0, ÷òî ðàâ-
íîñèëüíî G(a) = 1 èëè B(a) = 0, òî
lim
t→aµ(a) =
f(a)
A(a)
.
Âñå ðàññóæäåíèß äëß îñîáåííîãî êîíöà b òî÷íî òàêèå æå •
Òåîðåìà 2.7. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ Hλ(ab), ïðè÷åì âûïîëíåíî óñëîâèå (2.29), è
f(·) ∈ H lλ(ab). Åñëè
1) ÷èñëà κa,κb âûáðàíû òàê, ÷òî êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß Z(·) (2.31) îãðàíè÷åíà â
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òî÷êàõ a è b;
2) ïðè κ = κa + κb < 0 ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (2.32);
3) ïðè 2piκa = argG(a) è 2piκb = argG(b) ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû ôóíêöèè
µ(·) (2.30) â òî÷êàõ a è b,
òî ôóíêöèß µ(·) (2.30)  ðåøåíèå ÑÈÓ (2.27) êëàññà Hλ(ab).
Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òàêèõ æå ðàññóæäåíèßõ, ÷òî è âûøå. Âìåñòî ôîðìóë
(2.23), (2.24) äëß íåîñîáåííûõ êîíöîâ èñïîëüçóþòñß ôîðìóëû (2.25), (2.26) •
2.4. Ïîëíûå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Êëàññû Ëåáåãà
Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû âèäà
(Kµ)(t) : = a(t)µ(t) + b(t)
∫
L
µ(τ) dτ
τ − t +
∫
L
µ(τ)K(τ, t) dτ, t ∈ (L),
ßâëßþòñß êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåòåðîâûõ îïåðàòîðîâ. Â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
êàêèå êëàññû ôóíêöèé ðàññìàòðèâàþòñß, ðàçëè÷àþò äâà âàðèàíòà òåîðèè ðàçðåøè-
ìîñòè ïîëíûõ ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Äëß ãåëüäåðîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé â êà÷åñòâå
óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ïîëíîãî ÑÈÓ ðàññìàòðèâàåòñß îðòîãîíàëüíîñòü åãî ïðàâîé
÷àñòè ðåøåíèßì îäíîðîäíîãî òðàíñïîíèðîâàííîãî óðàâíåíèß, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâó-
åò îïåðàòîð
(K′ν)(t) = a(t)ν(t)−
∫
L
b(τ)ν(τ) dτ
τ − t +
∫
L
ν(τ)K(t, τ) dτ, t ∈ (L).
Äëß êëàññîâ ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñëå Ëåáåãà, áîëåå åñòåñòâåííî âìåñòî
òðàíñïîíèðîâàííîãî ðàññìàòðèâàòü ñîïðßæåííûé îïåðàòîð K∗.
Êàðòèíó ðàçðåøèìîñòè ïîëíûõ ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè õàðàêòåðèçóþò ñëåäóþùèå
äâà óòâåðæäåíèß (ïðèâåäåì ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèßìè ôîðìóëèðîâêè òåîðåì
31.6 è 31.7 èç êíèãè [130] äëß îïåðàòîðîâ íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè).
Ïóñòü êîýôôèöèåíòû a(·), b(·) âåùåñòâåííîçíà÷íû íà [a, b],
θ(x) = arg
a(x)− ipib(x)
a(x) + ipib(x)
, 0 ≤ θ(x) < 2pi ∀x ∈ [a, b], K(t, x) = K0(t, x)|t− x|γ , 0 ≤ γ < 1,
K0(t, x) =
{
K1(t, x), t < x; K2(t, x), t > x
}
, K1,2(t.x) ∈ Hλ.
Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü a(·), b(·) ∈ Hλ, a2(x) + pi2b2(x) 6= 0 ∀x ∈ [a, b] è
θ(a) 6= 0, θ(b) 6= 2pik, k = 0,±1,±2, . . . Óðàâíåíèå Kµ = f ðàçðåøèìî â êëàññàõ
H∗, H∗a , H
∗
b , H òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b∫
a
f(x)νj(x) dx = 0,
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ãäå {νj(·)}  ïîëíàß ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèß K′ν = 0 êëàññîâ H,H∗b , H∗a , H∗ ñîîò-
âåòñòâåííî. Ðàçíîñòü ÷èñåë ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß
K′ν = 0 è óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ðàâíà
κ =
[θ(b)
2pi
]
+ {1 äëß êëàññà H∗; 0 äëß êëàññîâ H∗a , H∗b ; −1 äëß êëàññà H}.
Òåîðåìà 2.9. Ïóñòü a(·), b(·) ∈ C([a, b]). Îïåðàòîð K íåòåðîâ â ïðîñòðàíñòâå
Lp(ρ), 1 < p <∞, ρ(x) = (x− a)α(b− x)β, −1 < α < p− 1, −1 < β < p− 1 òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) a2(x) + pi2b2(x) 6= 0 ∀x ∈ [a, b];
2) θ(a) 6= 2pi(1 + α)/p, θ(b) 6= −2pi(1 + β)/p (mod 2pi).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé èíäåêñ îïåðàòîðà K âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå
κ =
[θ(b)
2pi
+
1 + β
p
]
−
[θ(a)
2pi
− 1 + α
p
]
.
Â ñëó÷àå K(t, x) ≡ 0 îïåðàòîð K èìååò d-õàðàêòåðèñòèêó (0,κ) ïðè κ ≥ 0 è (0,−κ)
ïðè κ ≤ 0.
Îòìåòèì, ÷òî òåîðèß Íåòåðà âîçíèêëà êàê îáîáùåíèå òåîðèè Ôðåäãîëüìà íà íî-
âûå êëàññû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, à ïîçæå è íà øèðîêèå êëàññû àáñòðàêòíûõ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. Ïåðâîå âðåìß ÑÈÓ èñïîëüçîâàëèñü â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ
ñ îñòîðîæíîñòüþ. Äåëî â òîì, ÷òî äëß ïðèëîæåíèé îñîáîå çíà÷åíèå ïðåäñòàâëßëà
àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Íàïðèìåð, ïðè ñâåäåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëß äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì Ôðåä-
ãîëüìà ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áûëî ñëåäñòâèåì åäèíñòâåí-
íîñòè åå ðåøåíèß. Êàê ïèñàë Ä.È.Øåðìàí â ïðåäèñëîâèè ê êíèãå [69], "ïàìßòíî òî
âðåìß, êîãäà ïî÷òè ëþáîé àâòîð, çàíèìàþùèéñß êàêîé-ëèáî íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé
òåîðèè óïðóãîñòè, ñ÷èòàë ÷óòü ëè íå äåëîì ñâîåé ÷åñòè ñâåñòè åå âî ÷òî áû òî íè
ñòàëî ê ôðåäãîëüìîâó óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà". Äëß ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ôðåä-
ãîëüìîâîñòü èñõîäíîé çàäà÷è òàêæå âàæíà, ïîñêîëüêó ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèßõ
óòâåðæäåíèå î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß íàñëåäóåòñß óðàâíåíèåì, àïïðîêñèìèðóþ-
ùèì òî÷íîå. Íåòåðîâû óðàâíåíèß ïðè íåíóëåâîì èíäåêñå ñ ýòîé òî÷êè çðåíèß ìå-
íåå óäîáíû â ïðèëîæåíèßõ. Â ñâßçè ñ ýòèì îáû÷íî ïðåäïðèíèìàþòñß ñëåäóþùèå
äåéñòâèß (íàïðèìåð, ïðè òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß
ÑÈÓ): ïðè ïîëîæèòåëüíîì èíäåêñå çàäàþò äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèß, îáåñïå÷èâàþ-
ùèå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß çàäà÷è, ñóæàß òåì ñàìûì êëàññ èñêîìûõ ðåøåíèé, à
ïðè îòðèöàòåëüíîì èíäåêñå âûáèðàþò áîëåå óçêèé êëàññ ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé,
÷òîáû çàâåäîìî áûëè âûïîëíåíû óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè.
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Ãëàâà 3.
Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß
ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè
Â ãëàâå 3 ïîñòðîåíà òåîðèß ÑÈÓ 1-ãî ðîäà, ßäðà êîòîðûõ ïðåäñòàâèìû â âèäå
èíòåãðàëîâ ñ ßäðîì Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì (ëîãàðèôìè÷åñêèå ßäðà). Íåìíîãî
ïîçæå, â ãëàâå 6, áóäóò ðàññìîòðåíû óðàâíåíèß, ßäðà êîòîðûõ ßâëßþòñß ïîêàçà-
òåëüíûìè ôóíêöèßìè îò òàêèõ èíòåãðàëîâ (îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà). Ïåðâûå
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷å-
ñêèìè ßäðàìè è ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè, áûëè îïóáëèêîâàíû â ñòàòüßõ
Ë.È. ×èáðèêîâîé è àâòîðà [139]. Â ýòèõ ñòàòüßõ èñïîëüçîâàëñß â îñíîâíîì ìåòîä
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß, à â äàííîé êíèãå ïðåäïî÷òåíèå îòäàíî ìåòîäó èíòå-
ãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Ìîæíî ïîêàçàòü (ýòî áûëî ñäåëàíî ñõåìàòè÷íî â [79], 6), ÷òî
ìåòîä àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß è ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ ýêâèâàëåíòíû.
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèß ñîäåðæàòñß â ðàçäåëå 3.5.
3.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
Ïóñòü ab  ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà, ôóíêöèß ϕ(·) ∈ H(ab), ϕ(t) 6= 0 ∀t ∈ ab.
Íàçîâåì ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì ôóíêöèþ
La,ϕ(t, τ) =
∫
aτ
ϕ(ξ) dξ
ξ − t , τ, t ∈ ab (τ 6= t). (3.1)
Ïðè t ∈ (aτ) èíòåãðàë (3.1) ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß ïî Êîøè, ïðè
t ∈ (τb îí ßâëßåòñß àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò t. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = τ
ôóíêöèß La,ϕ(t, τ) èìååò ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.
Ïðè ϕ(ξ) ≡ 1 èìååì, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ÷èñòî ëîãàðèôìè÷åñêîå ßäðî
La,1(t, τ) =
∫
aτ
dξ
ξ − t =
{
ln
τ − t
t− a, t ∈ (aτ); ln
t− τ
t− a, t ∈ (τb
}
. (3.2)
Îòìåòèì, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè â ôîðìóëå (3.2) ïðè t ∈ aτ è ïðè t ∈
τb ñïåöèàëüíî çàïèñàíû ïî-ðàçíîìó. Çäåñü ln t−τ
t−a  ïðîñòî çíà÷åíèå îáðàùàþùåéñß
â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè âåòâè ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè ln z − τ
z − a , âûäåëåííîé â
ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî aτ , à ln τ − t
t− a  ïîëóñóììà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà (aτ) ïðè
z → t± ∈ (aτ) òîé æå âåòâè (ñì. ãëàâó 2).
Ðàññìîòðèì íà ab ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
(La,ϕν)(t) : = A(t)ϕ(t)
∫
tb
ν(τ) dτ +B(t)
∫
ab
ν(τ)La,ϕ(t, τ) dτ = f(t), t ∈ (ab), (3.3)
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èíòåãðàëû â ëåâîé ÷àñòè (3.3) â îáùåì ñëó÷àå ïîíèìàþòñß â ñìûñëå Ëåáåãà.
Òåîðåìà 3.1. Óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì (3.3) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
A(t)µ(t) +B(t)
∫
ab
µ(ξ) dξ
ξ − t = f(t), t ∈ (ab), (3.4)
ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
1) åñëè ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.3), òî îïðåäåëåííàß ðàâåíñòâîì
ϕ(t)
∫
tb
ν(τ) dτ = µ(t), t ∈ ab, (3.5)
ôóíêöèß µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.4);
2) åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.4), ïðåäñòàâèìîå â âèäå (3.5), òî ν(·)  ðåøåíèå
óðàâíåíèß (3.3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñß òîæäåñòâîì∫
ab
ν(τ)
[ ∫
aτ
ϕ(ξ) dξ
ξ − t
]
dτ =
∫
ab
[
ϕ(ξ)
∫
ξb
ν(τ) dτ
] dξ
ξ − t • (3.6)
Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëèðîâêå óòâåðæäåíèß òåîðåìû óìûøëåííî íå ñäåëàíî êàêèõ-
ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î êîýôôèöèåíòàõ è ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé, à òàêæå î êëàñ-
ñàõ èñêîìûõ ôóíêöèé. Åñëè ðå÷ü èäåò î ãåëüäåðîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé, òî òîæäåñòâî
(3.6)  ñëåäñòâèå, íàïðèìåð, ëåììû èç [19], 7. Äëß ôóíêöèé, èíòåãðèðóåìûõ â ñìûñ-
ëå Ëåáåãà, òîæäåñòâî (3.6) âûïîëíßåòñß â ñèëó òåîðåìû Ôóáèíè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.3), òî ïîäðàçóìåâàåòñß, ÷òî èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (3.6)
ñõîäèòñß. Òîãäà ñõîäèòñß èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.6), è îáà ýòèõ èíòå-
ãðàëà ðàâíû. Àíàëîãè÷íî, åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.4), ïðåäñòàâèìîå â âèäå
(3.5), òî ñõîäèòñß èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.6). Òîãäà ñõîäèòñß èíòåãðàë
â ëåâîé ÷àñòè ýòîé ôîðìóëû, è îáà èíòåãðàëà ðàâíû.
Áóäåì ãîâîðèòü â äàëüíåéøåì, ÷òî ðàâåíñòâî (3.5) óñòàíàâëèâàåò ñîîòâåòñòâèå
ìåæäó ðåøåíèßìè óðàâíåíèé.
Èç òåîðåìû 3.1 ñ ïîìîùüþ ëåìì 1.1, 1.2 è òåîðåì 2.4 è 2.5 ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèß.
Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü p > 1, λ = (p − 1)/p, A(·), B(·), ϕ(·) ∈ Hλ(ab). Åñëè
ν(·) ∈ Lp(ab)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.3), òî f(·) = (La,ϕν)(·) ∈ H lλ(ab).
Çàìå÷àíèå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî óñëîâèå f(·) ∈ H lλ(ab) òîëüêî íåîáõîäèìîå, íî åùå
íå äîñòàòî÷íîå äëß ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß óðàâíåíèß (3.3).
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Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè, êðîìå òîãî, A2(t) + pi2B2(t) 6= 0 ∀t ∈ ab, òî
ν(t) = − d
dt
{ A(t)
A2(t) + pi2B2(t)
f(t)
ϕ(t)
− B(t)
A2(t) + pi2B2(t)
Z(t)
ϕ(t)
[∫
L
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − t + Pκ−1(t)
]}
,
(3.7)
ãäå Z(·)  îãðàíè÷åííàß âî âñåõ óçëàõ êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß óðàâíåíèß (3.4), κ 
èíäåêñ, Pκ−1(·)  ïîëèíîì ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì κ − 1. Ïðè κ ≤ 0 Pκ−1(·) ≡ 0, è
ïðè κ < 0 âûïîëíßþòñß óñëîâèß (2.32).
Ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèß ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ áóäóò ïîëó÷åíû â ñëåäó-
þùåì ðàçäåëå.
Ñëåäñòâèå 3.3. Åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.4), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì
1) µ(b) = 0;
2) ôóíêöèß
ν(t) =
d
dt
µ(t)
ϕ(t)
∈ Lp(ab), p > 1 (èëè L(ab)), (3.8)
òî ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (3.3) êëàññà Lp(ab), p > 1 (èëè L(ab)).
Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèß ν(·) óðàâíåíèß (3.3) êëàññà Lp(ab), íóæ-
íî ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü ðåøåíèß µ(·) óðàâíåíèß (3.4), óäîâëåòâîðßþùèå óñëî-
âèßì 1) è 2) ñëåäñòâèß 3.3.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèß èìåþò ìåñòî äëß ëîãàðèôìè÷åñêîãî ßäðà
Lb,ϕ(t, τ) =
∫
τb
ϕ(ξ)dξ
ξ − t , t, τ ∈ ab (t 6= τ), (3.9)
è ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
(Lb,ϕν)(t) : = A(t)ϕ(t)
∫
at
ν(τ) dτ +B(t)
∫
ab
ν(τ)Lb,ϕ(t, τ) dτ = f(t), t ∈ (ab). (3.10)
×òîáû ïîëó÷èòü èõ, äîñòàòî÷íî ïåðåîáîçíà÷èòü êîíöû äóãè ab è ó÷åñòü, ÷òî ïðè
ýòîì èçìåíèòñß åå îðèåíòàöèß.
Åñëè L  ïðîèçâîëüíàß êóñî÷íî-ãëàäêàß ëèíèß, ñîñòîßùàß èç ãëàäêèõ ðàçîìêíó-
òûõ äóã akbk, k = 1 . . n, òî íàçîâåì óðàâíåíèåì ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
(Lν)(t) : = A(t)ϕ(t)
∫
akt(tbk)
ν(τ) dτ+
+B(t)
n∑
k=1
∫
akbk
ν(τ)Lk(t, τ) dτ = f(t), t ∈ (akbk), k = 1 . . n, (3.11)
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ãäå íåêîòîðûå èç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ßäåð Lk(t, τ) îïðåäåëåíû ïî ôîðìóëå (3.1), à
îñòàëüíûå  ïî ôîðìóëå (3.9).
3.2. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ
Ðàññìîòðèì ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèß ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ, çàâèñßùèõ
îò ïàðàìåòðà.
Ëåììà 3.1. Ïðè t 6= a, t 6= b
d
dt
∫
ab
dξ
ξ − t =
1
t− b −
1
t− a. (3.12)
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè t /∈ ab, òî äèôôåðåíöèðóåìûé èíòåãðàë  àíàëèòè÷åñêàß
ôóíêöèß. Ïîýòîìó
d
dt
∫
ab
dξ
ξ − t =
∫
ab
dξ
(ξ − t)2 =
1
t− b −
1
t− a.
Ïóñòü òåïåðü t ∈ (ab), s  äóãîâàß àáñöèññà òî÷êè t, ∆s  äîñòàòî÷íî ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, t1 = t(s−∆s), t2 = t(s+∆s) ∈ (ab). Èìååì
d
dt
∫
ab
dξ
ξ − t =
1
t′(s)
d
ds
∫
ab
dξ
ξ − t(s) =
1
t′(s)
d
ds
lim
∆s→0
( s−∆s∫
0
+
l∫
s+∆s
) t′(σ) dσ
t(σ)− t(s) ,
çäåñü èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ãëàâíîãî çíà÷åíèß ñèíãóëßðíîãî
èíòåãðàëà ìîæíî âûðåçàòü èç ëèíèè èíòåãðèðîâàíèß äóãó t1t2, êîíöû êîòîðîé íå
îáßçàòåëüíî íàõîäßòñß íà ðàâíîì ðàññòîßíèè îò òî÷êè t ([60], ñ.45, çàìå÷àíèå 3).
Äàëåå,
d
ds
( s−∆s∫
0
+
l∫
s+∆s
) t′(σ) dσ
t(σ)− t(s) = t
′(s)
s−∆s∫
0
t′(σ)dσ
[t(σ)− t(s)]2 +
t′(s−∆s)
t(s−∆s)− t(s)+
+t′(s)
l∫
s+∆s
t′(σ) dσ
[t(σ)− t(s)]2 −
t′(s+∆s)
t(s+∆s)− t(s) =
= t′(s)
[ 1
t− b −
1
t− a
]
+
d
ds
ln
t(s−∆s)− t(s)
t(s+∆s)− t(s) .
Ó÷òåì, ÷òî
lim
∆s→0
ln
t(s−∆s)− t(s)
t(s+∆s)− t(s) = −pii,
è ïîëó÷èì íóæíûé ðåçóëüòàò •
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Çàìå÷àíèå. Ïðè t ∈ (ab) ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü ôîðìóëó (3.12) ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì. Ðàññìàòðèâàåìûé èíòåãðàë  ïîëóñóììà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ñëåâà è ñïðàâà
íà ab ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè (ëåììà 2.1). Òîãäà ìîæíî ïðîñòî ïåðåéòè ê ïðåäå-
ëó íà ab ñëåâà èëè ñïðàâà â ôîðìóëå (3.12) ïðè t /∈ ab. Íî ýòî íå âïîëíå óäîáíî â
ìåòîäè÷åñêîì ïëàíå, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíûå ïðåäåëüíûõ
çíà÷åíèé èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñîâïàäàþò ñ ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèßìè èíòåãðàëà îò
ïðîèçâîäíûõ åãî ïëîòíîñòè, îáû÷íî îñíîâàíî êàê ðàç íà ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâà-
íèß (3.12) (ñì. [138], òåîðåìà 7.3).
Òåîðåìà 3.2. Åñëè µ(·) ∈ Ap(ab), p > 1, òî
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(τ) dτ
τ − t +
µ(b)
t− b −
µ(a)
t− a. (3.13)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ôóíêöèþ µ(·) â âèäå
µ(τ) =
∫
aτ
µ′(ξ) dξ + µ(a).
Òîãäà ∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
[∫
aτ
µ′(ξ) dξ
] dτ
τ − t + µ(a)
∫
ab
dξ
ξ − t .
Â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå èçìåíèì ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß,∫
ab
[∫
aτ
µ′(ξ) dξ
] dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(ξ)
[∫
ξb
dτ
τ − t
]
dξ.
Ïðîèçâîäíàß ëîãàðèôìè÷åñêîãî ßäðà â ïðàâîé ÷àñòè ñóùåñòâóåò è âû÷èñëßåòñß ïî
ôîðìóëå (3.12), ïîýòîìó ìîæíî äèôôåðåíöèðîâàòü ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Ïîëó÷èì,
åùå ðàç èñïîëüçóß ôîðìóëó (3.12),
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(ξ)
[ 1
t− b −
1
t− ξ
]
dξ + µ(a)
d
dt
∫
ab
dξ
ξ − t =
=
∫
ab
µ′(ξ) dξ
ξ − t +
1
t− b [µ(b)− µ(a)] + µ(a)
( 1
t− b −
1
t− a
)
•
Ñëåäñòâèå 3.4. Åñëè µ(·) ∈ Ap(ab), p > 1, òî
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ(τ)− µ(t)
τ − t
dτ
τ − t +
µ(t)
t− b −
µ(t)
t− a. (3.14)
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà èìååòñß â [79], 9.
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Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü µ(·) ∈ Ap(ab), p > 1, Q(·)  ïîëèíîì. Òîãäà
Q(t)
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(τ)Q(τ)
τ − t dτ+
+
∫
ab
µ(τ)
[
Q′(τ)− Q(τ)−Q(t)
τ − t
] dτ
τ − t +
Q(b)µ(b)
t− b −
Q(a)µ(a)
t− a . (3.15)
Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñß òîæäåñòâîì
Q(t)
∫
ab
µ(τ)dτ
τ − t =
∫
ab
µ(τ)Q(τ)
τ − t dτ −
∫
ab
µ(τ)
Q(τ)−Q(t)
τ − t dτ.
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâûé èíòåãðàë ñïðàâà ïî ôîðìóëå (3.13) è ó÷èòûâàß, ÷òî
ßäðî âòîðîãî èíòåãðàëà  ïîëèíîì, ïîëó÷èì
Q(t)
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t +Q
′(t)
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(τ)Q(τ)
τ − t dτ +
∫
ab
µ(τ)Q′(τ)
τ − t dτ+
+
Q(b)µ(b)
t− b −
Q(a)µ(a)
t− a +
∫
ab
µ(τ)
[Q′(t)
τ − t +
Q(t)−Q(τ)
(τ − t)2
]
dτ.
Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà (3.15) •
Ñëåäñòâèå 3.5. Åñëè a è b  êîðíè ïîëèíîìà Q(·), òî
Q(t)
d
dt
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t =
∫
ab
µ′(τ)Q(τ)
τ − t dτ +
∫
ab
µ(τ)
[
Q′(τ)− Q(τ)−Q(t)
τ − t
] dτ
τ − t . (3.16)
Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü p(·)  äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß, Q(·)  ïîëèíîì è
p(a)Q(a) = 0, p(b)Q(b) = 0. Òîãäà
d
dt
[
p(t)Q(t)
∫
ab
µ(τ)
p(τ)Q(τ)
dτ
τ − t
]
= p(t)
∫
ab
µ′(τ)
p(τ)
dτ
τ − t+
+p(t)
∫
ab
µ(τ)
p(τ)Q(τ)
[p′(t)
p(t)
Q(t)− p
′(τ)
p(τ)
Q(τ) +Q′(t)− Q(τ)−Q(t)
τ − t
]
dτ. (3.17)
Äåéñòâèòåëüíî,
d
dt
[
p(t)Q(t)
∫
ab
µ(τ)
p(τ)Q(τ)
dτ
τ − t
]
=
= [p(t)Q(t)]′
∫
ab
µ(τ)
p(τ)Q(τ)
dτ
τ − t + p(t)Q(t)
d
dt
∫
ab
µ(τ)
p(τ)Q(τ)
dτ
τ − t .
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Îñòàåòñß èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (3.16) äëß âû÷èñëåíèß ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ñëàãàå-
ìîãî â ïðàâîé ÷àñòè è ïðèâåñòè ïîäîáíûå ÷ëåíû •
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ïðè Q(·) ≡ 1, èìååì
d
dt
[
p(t)
∫
ab
µ(τ)
p(τ)
dτ
τ − t
]
=
= p′(t)
∫
ab
µ′(τ)
p(τ)
dτ
τ − t + p(t)
∫
ab
µ(τ)
p(τ)
[p′(t)
p(t)
− p
′(τ)
p(τ)
]
dτ. (3.18)
Äëß ãåëüäåðîâûõ êëàññîâ ôóíêöèé ôîðìóëà (3.13) áûëà äîêàçàíà ïðè äðóãèõ
ïðåäïîëîæåíèßõ â ðàáîòàõ Þ.Ì. Êðèêóíîâà è Ð.Ñ. Èñàõàíîâà (ñì. [138], 4, ï.40).
Ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèß (3.15) áûëà âïåðâûå ïîëó÷åíà â [139], III, äëß ñëó÷àß
µ(·) ∈ H∗, (Q(·)µ′(·))′ ∈ H∗. Ñëó÷àé, êîãäà ïëîòíîñòü ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ ïðè-
íàäëåæèò êëàññó Ap, p > 1, ðàññìîòðåí â ðàáîòå Â.Ë. Äèëüìàíà, Ë.È. ×èáðèêîâîé
[27]. Â ýòîé æå ðàáîòå âûâåäåí ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû (3.17), êîãäà p(t)Q(t) =
R(t) = (b− t)δb(t−a)δa . Äëß îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè
ïîëó÷åíû ðàíüøå Ñ.Ã. Ñàìêî [127].
3.3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè
Íåîáõîäèìûå óñëîâèß íà êîýôôèöèåíòû è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (3.3) ñ ëîãà-
ðèôìè÷åñêèì ßäðîì áûëè ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäñòâèè 3.1, à äîñòàòî÷íûå  â òåð-
ìèíàõ ðåøåíèß µ(·) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (3.4)  â ñëåäñòâèè 3.3. Óòî÷íèì
íåêîòîðûå äåòàëè.
Òåîðåìà 3.4. Ïóñòü A(·), B(·), ϕ(·) ∈ Hλ(ab) è f(·) ∈ H lλ(ab), ïðè÷åì ëîãàðèô-
ìè÷åñêàß îñîáåííîñòü äîïóñêàåòñß òîëüêî â òî÷êå a. Åñëè
1) ÷èñëà κa,κb âûáðàíû òàê, ÷òî êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß (2.31) óðàâíåíèß (3.4) îãðà-
íè÷åíà â òî÷êàõ a è b;
2) ïðè κ = κa + κb < 0 ôóíêöèß f(·) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (2.32);
3) ïðè B(b) = 0 âûïîëíßåòñß óñëîâèå f(b) = 0;
4) ïðè 2piκa = argG(a), B(a) = 0 è (èëè) 2piκb = argG(b), B(b) = 0 ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû ðåøåíèß µ(·) (2.30) óðàâíåíèß (3.4) â òî÷êàõ a è (èëè) b;
5) ôóíêöèß
µ(t)
ϕ(t)
∈ Ap(ab), p = 1/(1− λ), (3.19)
òî åå ïðîèçâîäíàß  ðåøåíèå ÑÈÓ (3.4) êëàññà Lp(ab).
Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óñëîâèß 1)4) âûïîëíåíû, òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíè-
ßìè òåîðåì 2.6 è 2.7, ñóùåñòâóåò ðåøåíèå µ(·) óðàâíåíèß (3.4) êëàññà Hλ(ab), ïðè÷åì
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òàêîå, ÷òî µ(b) = 0. Óñëîâèå (3.19) è óñëîâèå 2) èç ñëåäñòâèß 3.3  îäíî è òî æå •
Âîçìîæíû äâà ñïîñîáà ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè µ(·) êëàññó Ap(ab):
à) ðàñïðîñòðàíèòü òåîðèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè ñ ãåëüäåðîâñêèõ
êëàññîâ íà êëàññû Ap(ab); á) âû÷èñëèòü ïðîèçâîäíóþ µ′(·) c ïîìîùüþ ôîðìóë äèôôå-
ðåíöèðîâàíèß ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàçäåëå 3.2, è óáåäèòüñß, ÷òî
îíà ïðèíàäëåæèò êëàññó Lp(ab). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè èç êëàññà Ap(ab) â êàêîì-òî
ñìûñëå íå ñëèøêîì îòëè÷àþòñß îò ôóíêöèé èç êëàññà Hλ(ab), λ = (p − 1)/p, òàê
êàê äîïîëíèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î ïðèíàäëåæíîñòè èõ êëàññó H1(ab) (ëåììà 1.2)
ßâëßåòñß óæå èçáûòî÷íûì.
Ñâîéñòâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé èç êëàññîâ Ap(ab) è óñëîâèß, ïðè êîòî-
ðûõ ðåøåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè ïðèíàäëåæèò ýòèì êëàññàì,
ïîäðîáíî èññëåäîâàíû â ðàáîòå Â.Ë. Äèëüìàíà, Ë.È. ×èáðèêîâîé [27].
Ñëó÷àé, êîãäà ÑÈÓ (3.11) çàäàíî íà ãëàäêîé ïðåðûâèñòîé ëèíèè L, òî åñòü íà
ñîâîêóïíîñòè ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã, íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, ìàëî îòëè÷àåòñß
îò ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àß îäíîé äóãè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèßìè òåîðåì 2.6
è 2.7 ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ýêâèâàëåíòíîãî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè áóäåò ïðèíàäëåæàòü êëàññó Hλ(L) è îáðàùàòüñß
â íóëü íà êîíöàõ äóã bj èëè aj. Ýòè óñëîâèß íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñß îò óñëîâèé
òåîðåì 10.2 è 10.3 èç [79], ïîëó÷åííûõ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ëî-
ãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì ïðèíàäëåæàò êëàññó H∗(L). Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî óñëîâèé
ðàçðåøèìîñòè è ÷èñëî ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîßííûõ, ñîäåðæàùèõñß â ðåøåíèè óðàâíå-
íèß, òàêèå æå.
Åñëè â óçëàõ êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè L ñõîäßòñß íåñêîëüêî ñîñòàâëßþùèõ åå ãëàä-
êèõ äóã, òî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèß ðåøåíèß õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß óñëîæ-
íßåòñß. Íàèáîëåå âàæíûé ñëó÷àé, êîãäà óçåë c ßâëßåòñß òî÷êîé ðàçðûâà 1-ãî ðîäà
ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé, òàêæå ðàññìîòðåí â êíèãå [79], ëåììà 8.2 è òåîðåìà 10.4.
Òàì æå èìåþòñß ïîëíûå âûðàæåíèß äëß ðåøåíèé ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì,
ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèß ôóíêöèè (2.30) ïî ôîðìóëàì èç ðàç-
äåëà 3.2.
3.4. Óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì íà îòðåçêå
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì íà îòðåçêå âå-
ùåñòâåííîé îñè
A1(x)
x∫
a
ν(t) dt+ A2(x)
b∫
x
ν(t) dt+B(x)
b∫
a
ν(t) ln |t− x| dt = f(x), x ∈ (a, b). (3.20)
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Ïóñòü [A1(x) − A2(x)]2 + pi2B2(x) 6= 0 ∀x ∈ [a, b] è A1(·), A2(·), B(·), f(·) ∈ Hλ(ab).
Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (3.20) ê âèäó
[A1(x)− A2(x)]
x∫
a
ν(t) dt−B(x)
b∫
a
ν(t) ln
b− x
|t− x| dt = f1(x), (3.21)
ãäå
f1(x) = f(x)−N [B(x) ln(b− x) + A2(x)],
à
N =
b∫
a
ν(t)dt
 äîïîëíèòåëüíî ââåäåííàß íåèçâåñòíàß ïîñòîßííàß.
Èç òîæäåñòâà
b∫
a
ν(τ) ln
b− x
|τ − x| dτ =
b∫
a
µ(t) dt
t− x , µ(x) =
x∫
a
ν(τ) dτ
ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ (3.21) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè ñ
òàêèìè æå êîýôôèöèåíòàìè.
Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè è çíà÷åíèß ïîñòîßííîé N â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àßõ óêàçàíû
â òàáëèöå
Çíà÷åíèß êîýôôèöèåíòîâ Óñë. ðàçðåøèìîñòè Ïîñòîßííàß N
B(a) 6= 0, B(b) 6= 0 íåò ïðîèçâîëüíàß
B(a) = 0, A2(a) 6= 0 íåò f(a)/A2(a)
B(b) 6= 0 A2(a) = 0 f(a) = 0 ïðîèçâîëüíàß
B(a) 6= 0, A1(b) 6= 0 íåò f(b)/A1(b)
B(b) = 0 A1(b) = 0 f(b) = 0 ïðîèçâîëüíàß
A2(a) 6= 0, A1(b) 6= 0 f(a)
A2(a)
=
f(b)
A1(b)
f(a)
A2(a)
=
f(b)
A1(b)
B(a) = 0, A2(a) = 0, A1(b) 6= 0 f(a) = 0 f(b)/A1(b)
B(b) = 0 A2(a) 6= 0, A1(b) = 0 f(b) = 0 f(a)/A2(a)
A2(a) = A1(b) = 0 f(a) = f(b) = 0 ïðîèçâîëüíàß
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè B(a) 6= 0, B(b) 6= 0, òî êîíöû îòðåçêà íåîñîáåííûå è óðàâ-
íåíèå (3.21) áåçóñëîâíî ðàçðåøèìî. Ïóñòü ïîêà κ ≥ 0.
Åñëè B(a) = 0, B(b) 6= 0, òî íà îñîáåííîì êîíöå a äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå
f1(a) = 0, òî åñòü A2(a)N = f(a). Åñëè â óðàâíåíèè (3.20) ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè
x→ a, òî ïîëó÷èì ýòî æå ðàâåíñòâî â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîãî óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè.
Ïðè A2(a) 6= 0 ïîñòîßííàß N îïðåäåëßåòñß, à ïðè A2(a) = 0 îñòàåòñß ïðîèçâîëüíîé,
íî ïðè ýòîì äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè f(a) = 0.
Ïóñòü B(a) 6= 0, B(b) = 0. Åñëè ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè x → b â óðàâíåíèè
(3.20), òî ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè A1(b)N = f(b). Ïðè A1(b) 6= 0
ïîñòîßííàß N îïðåäåëßåòñß, ïðè A1(b) = 0  îñòàåòñß ïðîèçâîëüíîé, íî ïîßâëßåòñß
óñëîâèå f(b) = 0.
Åñëè æå B(a) = 0, B(b) = 0, òî äîëæíû îäíîâðåìåííî âûïîëíßòüñß äâà óñëî-
âèß: A2(a)N = f(a) è A1(b)N = f(b). Åñëè A2(a) 6= 0, A1(b) 6= 0, òî ïðè óñëîâèè
cîâìåñòíîñòè äâóõ óðàâíåíèé A1(b)f(a) = A2(a)f(b) ïîñòîßííàß N îïðåäåëßåòñß.
Åñëè òîëüêî îäíî èç çíà÷åíèé A2(a) è A1(b) îòëè÷íî îò íóëß, òî ïîñòîßííàß N òàê-
æå îïðåäåëßåòñß, íî äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå f(b) = 0 èëè f(a) = 0. Åñëè æå
A2(a) = 0, A1(b) = 0, òî f(a) = 0, f(b) = 0 è ïîñòîßííàß N îñòàåòñß ïðîèçâîëüíîé.
Ïðè κ < 0 âñå ñêàçàííîå âûøå ñîõðàíßåòñß. Êðîìå òîãî, ïîßâëßþòñß óñëîâèß
ðàçðåøèìîñòè âèäà (2.32)
b∫
a
f(t)
Z(t)
tj−1 dt = N
b∫
a
B(t) ln(b− t) + A2(t)
Z(t)
tj−1 dt, j = 1 . . − κ. (3.22)
Åñëè ïîñòîßííàß N óæå îïðåäåëåíà, òî âñå óñëîâèß (3.22) ñîõðàíßþòñß. Åñëè æå ýòà
ïîñòîßííàß îñòàëàñü íåîïðåäåëåííîé, òî åå ìîæíî íàéòè èç îäíîãî èç óñëîâèé (3.22),
â êîòîðîì îòëè÷åí îò íóëß ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè ïðè N . Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî
óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè óìåíüøèòñß.
Óðàâíåíèå (3.20) è äðóãèå ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè íà îòðåçêå âåùå-
ñòâåííîé îñè ïîäðîáíî èññëåäîâàë Ñ.Ã.Ñàìêî [127], [128].
Äëß óðàâíåíèß Êàðëåìàíà
b∫
a
ν(t) ln
1
|t− x| dt = f(x), x ∈ (a, b), (3.23)
åäèíñòâåííîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè (ïåðâàß ñòðîêà òàáëèöû) èìååò âèä
N
b∫
a
ln(b− t) dt√
(b− t)(t− a)
= −
b∫
a
f(t) dt√
(b− t)(t− a)
. (3.24)
Òàê êàê
b∫
a
ln(b− t) dt√
(b− t)(t− a)
= pi ln
b− a
4
,
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òî âîçìîæíû äâà ñëó÷àß. Åñëè b− a 6= 4, òî ïîñòîßííàß N îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåòñß
èç (3.24) è óðàâíåíèå (3.23) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè b−a = 4, òî óðàâíåíèå
(3.23) ðàçðåøèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b∫
a
f(t) dt√
(b− t)(t− a)
= 0,
ïðè ýòîì ïîñòîßííàß N îñòàåòñß ïðîèçâîëüíîé. Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè âèäà b−a 6= 4
íàçâàíû â [127] "ïàòîëîãè÷åñêèìè".
3.5. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß è áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèß
Ïåðâûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì è ñòåïåííûì ßäðîì
1∫
0
ϕ(t) ln |t− x| dt = f(x),
1∫
0
ϕ(t) dt
|t− x|α = f(x), 0 < α < 1, 0 < x < 1,
(óðàâíåíèß Êàðëåìàíà) ðåøèë â çàìêíóòîé ôîðìå Ò. Êàðëåìàí â 1922 ã. ìåòîäîì
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß â êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Êàê îòìå÷åíî â [19], ñ. 596,
èñïîëüçîâàííûå Êàðëåìàíîì âñïîìîãàòåëüíûå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè èìåëè òî÷-
êè âåòâëåíèß íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ñîçäàâàëî îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè. Ê. Ïèðñîí,
À. Õåéíñ è Ð. Ìàê-Êàìè ïîêàçàëè, ÷òî ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß ìîãóò
áûòü ðåøåíû áîëåå ñëîæíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß, ßäðà êîòîðûõ èìåþò ëîãà-
ðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.
Ïî èíèöèàòèâå Ô.Ä. Ãàõîâà, íà÷èíàß ïðèìåðíî ñ 1960 ã., ïðîâîäèëèñü ñèñòåìà-
òè÷åñêèå èññëåäîâàíèß îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà ñî ñëàáîé
îñîáåííîñòüþ â ßäðå ìåòîäàìè, áëèçêèìè ê èñïîëüçóåìûì â òåîðèè ÑÈÓ ñ ßäðîì
Êîøè. Îñîáîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì, ðåøåíèå êîòîðûõ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé ôîðìå. Èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèß, îñíîâíûå èäåè
è ðåçóëüòàòû èçëîæåíû â ìîíîãðàôèè [19], 5456, â îáçîðíûõ ñòàòüßõ Ñ.Ã. Ñàìêî
[129] è À.À. Êèëáàñà [45], à òàêæå â êíèãå Ñ.Ã. Ñàìêî, À.À. Êèëáàñà, Î.È. Ìàðè÷å-
âà [130], ãë. 6. Èíòåðåñ ê òåîðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ñòåïåííûìè ßäðàìè è ê ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ èõ ðåøåíèß ïîä-
äåðæèâàëñß ïðèëîæåíèßìè ê øèðîêîìó êðóãó ïðèêëàäíûõ çàäà÷, â ïåðâóþ î÷åðåäü,
ê çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè, ê çàäà÷àì äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí è ê òåî-
ðèè óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ñìåøàííîãî òèïà.
Â ðàáîòàõ [118], [120] ðàññìàòðèâàëèñü îáîáùåíèß óðàâíåíèß Êàðëåìàíà ñ ëîãà-
ðèôìè÷åñêèì ßäðîì êàê íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè, òàê è íà ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé
äóãå. Ô.Â. ×óìàêîâ èññëåäîâàë óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè [142], [145]
A(x)
x∫
a
ϕ(t) dt+
B(x)
pi
b∫
a
ln
|t− x|
b− x ϕ(t) dt = f(x),
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A(x)
b∫
x
ϕ(t) dt+
B(x)
pi
b∫
a
ln
|t− x|
x− a ϕ(t) dt = f(x),
ñîþçíûå ñ íèìè [146], óðàâíåíèß íà ñèñòåìå îòðåçêîâ âåùåñòâåííîé îñè [147] (â ðàáîòå
[144]  ñî ñòåïåííûìè ßäðàìè), à òàêæå ïîëíûå óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè [143]
è ñî ñòåïåííûìè [141] ßäðàìè.
Â ðàáîòàõ Ñ.Ã. Ñàìêî [122], [123] äëß èññëåäîâàíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî
ñòåïåííûìè ßäðàìè ïðåäëîæåí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, îñíîâàííûé íà ïå-
ðåõîäå îò óðàâíåíèß 1-ãî ðîäà ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Äëß èñ-
ñëåäîâàíèß ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí â ðàáîòàõ
[127], [128]. Ïîäðîáíî èññëåäîâàíî, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå
(Mϕ)(x) : = A(x)
x∫
a
ϕ(t) dt+B(x)
b∫
x
ϕ(t) dt+
C(x)
pi
b∫
a
ln |t− x| ϕ(t) dt = f(x).
Åãî óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè ðàçäåëåíû íà òðè ãðóïïû: 1) èíòåãðàëüíûå (îðòîãîíàëü-
íîñòü ïðàâîé ÷àñòè îáû÷íûì ôóíêöèßì); 2) òî÷å÷íûå (îðòîãîíàëüíîñòü îáîáùåííûì
ôóíêöèßì, ñîñðåäîòî÷åííûì íà êîíöàõ èíòåðâàëà) è 3) "ïàòîëîãè÷åñêèå" , ñðåäè êî-
òîðûõ, íàïðèìåð, ñîäåðæàòñß îãðàíè÷åíèß íà äëèíó èíòåðâàëà.
Ýâîëþöèþ ìåòîäîâ ðåøåíèß ÑÈÓ 1-ãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå ìîæíî
ïðîñëåäèòü, ñðàâíèâàß ñîîòâåòñòâóþùèå ãëàâû â äâóõ èçäàíèßõ ìîíîãðàôèè Ô.Ä. Ãà-
õîâà [18] è [19].
Èññëåäîâàíèå íà íåòåðîâîñòü îïåðàòîðà
b∫
a
[u(t, x) + v(t, x) ln |t− x|]ϕ(t) dt, ϕ(·) ∈ Lp(a, b),
â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèß u(t, x) èìååò ðàçðûâ ïðè t = x, äàíî â [128]. Ñëó÷àé, êîãäà
u(t, x) ≡ 0, èññëåäîâàí â [107], [109].
Â [128] îòìå÷åíî, ÷òî "çíà÷èòåëüíî áîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò íå êîíñòàí-
òàöèß ôàêòà î òîì, ÷òî ÷èñëî íóëåé îïåðàòîðà M è ÷èñëî óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè
êîíå÷íû, à èññëåäîâàíèå êîíêðåòíîãî õàðàêòåðà óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè".
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Ãëàâà 4.
ÑÈÓ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè
Ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ßäðàìè ïðè-
âîäßòñß íåêîòîðûå çàäà÷è êîíòàêòíîé òåîðèè óïðóãîñòè è ýëåêòðîäèíàìèêè. Â [153]
óðàâíåíèå ∫
Γ
p(t) ln
1
2| sin t−x
2
| dt = f(x), x ∈ Γ, (4.1)
âûâåäåíî êàê îñíîâíîå óðàâíåíèå ïåðèîäè÷åñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è. Áîëåå ñëîæ-
íûå ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ßäðàìè êîíòàêòíîé òåîðèè óïðóãî-
ñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå Ñ.Ì. Ìõèòàðßíà [62]. Óðàâíåíèå (4.1) ïîëó÷åíî â ðàáîòå
Ã.Í. Ãåñòðèíîé [20] (ñì. òàêæå [149]) ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è äèôðàêöèè ïëîñêîé
ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå èç ìåòàëëè÷åñêèõ
ëåíò. Ôîðìóëû îáðàùåíèß óðàâíåíèß (4.1) ïîëó÷åíû â [79], 23 ìåòîäîì, áëèçêèì
ê ìåòîäó ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì áåç óñëîâèß ïåðèîäè÷íîñòè (ñì.
ãëàâó 3). Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû èìåþòñß â ðàáîòå Í.Â. Íîãèíà [65].
Ðàññìîòðèì äâà ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïåðèîäè÷åñêèìè ßäðàìè∫
Γ
p(t)
[
ln
1
| sin t−x
2
| + ln
1
sin t+x
2
]
dt = f(x), x ∈ Γ, (4.2)
∫
Γ
p(t)
[
ln
1
| sin t−x
2
| − ln
1
sin t+x
2
]
dt = f(x), x ∈ Γ. (4.3)
Ðåøåíèß óðàâíåíèß (4.1) ïðè Γ = [b, pi − b] è óðàâíåíèé (4.1) è (4.2) ïðè Γ = [0, b] ∪
[pi− b, pi] â ãåëüäåðîâñêèõ êëàññàõ ôóíêöèé ïîëó÷èë è èñïîëüçîâàë ïðè èññëåäîâàíèè
ìèêðîïîëîñêîâûõ ëèíèé ïåðåäà÷è Å.Â. ×åðíîêîæèí [136], [137].
Öåëü äàííîé ãëàâû  ïîëó÷èòü ôîðìóëû îáðàùåíèß óðàâíåíèé (4.2) è (4.3) â
ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé Lp(Γ) â ñëó÷àå, êîãäà Γ  êîíå÷íàß ñîâîêóïíîñòü îòðåçêîâ
âåùåñòâåííîé îñè, Γ = [α1, β1] ∪ . . . ∪ [αM , βM ], ïðè÷åì Γ ⊆ [0, pi]. Ñëåäóß ðàáîòå [82],
óðàâíåíèß (4.2) è (4.3), íàñêîëüêî ýòî âîçìîæíî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàëëåëüíî.
Ïðè ýòîì âåðõíèé çíàê â ôîðìóëàõ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü óðàâíåíèþ (4.2), íèæíèé
 óðàâíåíèþ (4.3).
Óðàâíåíèß (4.2), (4.3) ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Íàèáîëåå
åñòåñòâåííûìè ñðåäè íèõ, íà íàø âçãëßä, ßâëßþòñß òå, êîòîðûå îñíîâàíû íà ýêâè-
âàëåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé è ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè èëè, ÷òî ïî÷òè îäíî
è òî æå, êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà äëß êóñî÷íî-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Âûâîä ôîðìóë
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îáðàùåíèß ñâîäèòñß ê ñëåäóþùèì øàãàì: 1) ïðåîáðàçîâàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ßäåð â îáû÷íûå ëîãàðèôìè÷åñêèå ßäðà, çàïèñàííûå â âèäå èíòåãðàëîâ
òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè, ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ; 2) ïåðåõîä îò
óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè ê óðàâíåíèßì ñ àíàëîãàìè ßäðà Êîøè, óäî-
âëåòâîðßþùèìè óñëîâèßì òèïà àâòîìîðôíîñòè, è ñâåäåíèå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé
ê êðàåâûì çàäà÷àì Ðèìàíà; 3) ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ Ðèìàíà â êëàññå ôóíêöèé,
óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ òèïà àâòîìîðôíîñòè; 4) âîçâðàò ê ñòàðûì ïåðåìåííûì.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé, îñóùåñòâëßþùèõ ïåðåõîä îò ðàññìàò-
ðèâàåìûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê êðàåâûì çàäà÷àì, ìîæåò áûòü èçìåíåíà. Ïðè-
âëå÷åíèå òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëß àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé ïîçâîëßåò ñîêðàòèòü âû-
êëàäêè è óïðîñòèòü ðàññóæäåíèß.
4.1. Ïåðåõîä ê êðàåâûì çàäà÷àì Ðèìàíà
Îáîçíà÷èì eix = y, eit = τ , eiαm = am, eiβm = bm, m = 1..M . Ïðè
ïðåîáðàçîâàíèè w = eiz îòðåçêè âåùåñòâåííîé îñè [αm, βm] ïåðåéäóò â äóãè ambm
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ëèíèß Γ  â ëèíèþ L.
Ïóñòü ambm - äóãà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, τ ∈ ambm. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë òèïà
Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì
bm∫
τ
dξ
ξ − y =
[
ln
bm − y
τ − y , y /∈ τbm; ln
bm − y
y − τ , y ∈ τbm
]
.
Òàê êàê
bm − y
τ − y = e
iβm−t
2
sin βm−t
2
sin t−x
2
,
bm − y
y − τ = e
iβm−t
2
sin βm−t
2
sin x−t
2
,
x /∈ [t, βm] ïðè y /∈ τbm, x ∈ [t, βm] ïðè y ∈ τbm è |t− x|/2 ≤ pi ïðè t, x ∈ [0, pi], òî
bm∫
τ
dξ
ξ − y = ln
sin |βm−x|
2
sin |t−x|
2
+ i
βm − t
2
= ln
| sin βm−x
2
|
| sin t−x
2
| + i
βm − t
2
.
Ïðè 1/y /∈ τbm
bm∫
τ
dξ
ξ − 1/y = ln
sin βm+x
2
sin t+x
2
+ i
βm − t
2
.
Ââåäåì íîâûå íåèçâåñòíûå ïîñòîßííûå
cm =
βm∫
αm
p(t) dt, m = 1..M,
è äîáàâèì ê îáåèì ÷àñòßì óðàâíåíèé (4.2), (4.3) âûðàæåíèß
h(x) =
M∑
m=1
cm
(
ln | sin βm − x
2
| ± ln sin βm + x
2
)
.
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Èñõîäíûå óðàâíåíèß ïðèìóò òåïåðü áîëåå åñòåñòâåííûé âèä
M∑
m=1
βm∫
αm
p(t)
[
ln
| sin βm−x
2
|
| sin t−x
2
| ± ln
sin βm+x
2
sin t+x
2
]
dt = f(x) + h(x), x ∈ Γ.
Ïåðåéäåì ñ ïëîñêîñòè z íà ïëîñêîñòü w = eiz ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ âûøå
ôîðìóë. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ áóäåò óäîáíî èñïîëüçîâàòü îäíîâðåìåííî è íîâûå, è
ñòàðûå îáîçíà÷åíèß.
Óñëîâèìñß, ÷òî ïðè çàìåíå τ = eit âûðàæåíèå p(t)dt ïåðåõîäèò â âûðàæåíèå
ν(τ)dτ . Òîãäà ïîëó÷èì
M∑
m=1
∫
ambm
ν(τ)
bm∫
τ
kj(ξ, y) dξ dτ = g(y), y ∈ L, j = 1, 2, (4.4)
ãäå g(y) = f(x) + h(x). Ïðè ýòîì â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.2)
k1(ξ, y) =
1
ξ − y +
1
ξ − 1/y −
1
ξ
è â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.3)
k2(ξ, y) =
1
ξ − y −
1
ξ − 1/y .
Êðîìå òîãî,
cm =
∫
ambm
ν(τ)dτ, m = 1..M.
Èçìåíèì â (4.4) ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß è ïåðåéäåì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì
ñ àíàëîãàìè ßäðà Êîøè∫
L
µ(ξ)kj(ξ, y) dξ = g(y), y ∈ L, j = 1, 2, (4.5)
îòíîñèòåëüíî íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè
µ(ξ) =
∫
amξ
ν(τ) dτ, ξ ∈ ambm.
Òàê êàê ν(ξ) = µ′(ξ), òî µ(am) = 0 ∀m = 1..M è äîïîëíèòåëüíûå ïîñòîßííûå cm =
µ(bm), m = 1..M .
Ðåøåíèßì êëàññà Lp(Γ) óðàâíåíèé (4.2), (4.3) ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèß êëàññà
Lp(L) óðàâíåíèé (4.4). Â ñèëó âëîæåíèß Ap ⊂ Hλ, λ = p−1p , ôóíêöèè µ(τ)  ðåøåíèß
óðàâíåíèé (4.5)  äîëæíû ïðèíàäëåæàòü ãåëüäåðîâîìó êëàññó Hλ(L) è îáðàùàòüñß â
íóëü íà êîíöàõ am äóã, ñîñòàâëßþùèõ ëèíèþ L. Ñòîßùèå â ëåâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé
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(4.2), (4.3) èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû äåéñòâóþò èç ïðîñòðàíñòâà Lp(Γ) â ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Hλ, λ = (p − 1)/p, íà êàæäîé ÷àñòè ëèíèè Γ,
íå ñîäåðæàùåé åå êîíöîâ, îãðàíè÷åííûõ â òî÷êàõ αm è äîïóñêàþùèõ îñîáåííîñòè
ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà â òî÷êàõ βm, m = 1..M . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ïîêà, ÷òî
ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (4.2), (4.3) ïðèíàäëåæàò èìåííî òàêîìó êëàññó ôóíêöèé.
Ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíûõ èíòåãðàëîâ  àíàëîãîâ èíòåãðàëà òèïà Êîøè
Φ(w) =
1
2pii
∫
L
µ(ξ)kj(ξ, w) dξ, j = 1, 2,
èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (4.5) ïðåîáðàçóþòñß â óñëîâèå êðàåâîé çàäà÷è Ðèìàíà
Φ+(y) + Φ−(y) =
1
pii
g(y), y ∈ L. (4.6)
Ðåøåíèß êðàåâîé çàäà÷è íóæíî èñêàòü îãðàíè÷åííûìè âáëèçè âñåõ êîíöîâ ëè-
íèè L, èñ÷åçàþùèìè íà áåñêîíå÷íîñòè â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.2) è óäîâëåòâîðßþ-
ùèìè óñëîâèþ òèïà àâòîìîðôíîñòè Φ(1/w) = ±Φ(w) îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé 1/w,w.
4.2. ßâíûå ðåøåíèß êðàåâûõ çàäà÷
Ïóñòü α1 6= 0, βM 6= pi è, ñëåäîâàòåëüíî, a1 6= 1, bM 6= −1. ×òîáû ïîñòðîèòü
ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è â íóæíîì êëàññå, âû÷èñëèì èíòåãðàë
γ(w) =
1
2pii
∫
L
ln(−1)
( 1
τ − w +
1
τ − 1/w
)
dτ =
=
1
2
M∑
m=1
ln
(
w − bm
w − am
1/w − bm
1/w − am
)
(çäåñü ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü îáðàùàþùèéñß â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè àâòîìîðô-
íûé àíàëîã ßäðà Êîøè k1(τ, w)). Âñå êîíöû ëèíèè L ßâëßþòñß íåîñîáåííûìè, è êà-
íîíè÷åñêàß ôóíêöèß çàäà÷è
X(w) = eγ(w)
M∏
m=1
(w − am)(1/w − am) =
=
√√√√ M∏
m=1
(w − bm)(1/w − bm)(w − am)(1/w − am)
îãðàíè÷åíà íà âñåõ êîíöàõ è àâòîìîðôíà, òî åñòü X(1/w) = X(w). Èíäåêñ çàäà÷è
κ = −M .
Òàê êàê óñëîâèå çàäà÷è Ðèìàíà ïðåîáðàçóåòñß ê âèäó
Φ+(y)
X+(y)
=
Φ−(y)
X−(y)
+
g(y)
piiX+(y)
,
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è ôóíêöèß Ψ(w) = Φ(w)/X(w) äîëæíà óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ Ψ(1/w) = ±Ψ(w), òî
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.6)
Φ(w) = −X(w)
2pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
kj(τ, w) dτ, j = 1, 2,
è òîãäà
µ(y) = Φ+(y)− Φ−(y) = −X
+(y)
pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
kj(τ, y) dτ, j = 1, 2, (4.7)
 åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (4.5).
Â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè
1
τ − w +
1
τ − 1/w −
1
τ
=
1
τ
(1
τ
− τ
) 1
w
+
1
τ
( 1
τ 2
− τ 2
) 1
w2
+ . . .
Ïîýòîìó â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.2) ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è îáðàùàåòñß â íóëü íà
áåñêîíå÷íîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
∫
L
g(τ)
X+(τ)
(
τ j − 1
τ j
)
dτ
τ
= 0, j = 1..M.
Â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.3) âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë ïðèíèìàåò íà áåñêîíå÷íîñòè
çíà÷åíèå − 1
2pii
∫
L
µ(ξ)dξ
ξ
. Òàê êàê â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè
1
τ − w −
1
τ − 1/w = −
1
τ
− 1
τ
(1
τ
+ τ
) 1
w
− 1
τ
( 1
τ 2
+ τ 2
) 1
w2
− . . . ,
òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä∫
L
g(τ)
X+(τ)
dτ
τ
= 0,
∫
L
g(τ)
X+(τ)
(
τ j +
1
τ j
)dτ
τ
= 0, j = 1..M − 1,
∫
L
g(τ)
X+(τ)
[
Q
(
τM +
1
τM
)1
τ
− 1
pi2
∫
L
X+(ξ)k2(τ, ξ)
dξ
ξ
]
dτ = 0,
Q =
M∏
m=1
√
am · bm = exp
[
i
M∑
m=1
(αm + βm)
]
.
Èëè ïîñòîßííûå cm, m = 1..M îäíîçíà÷íî îïðåäåëßþòñß èç ïîëó÷åííûõ óñëîâèé
ðàçðåøèìîñòè, èëè íåêîòîðûå èç íèõ îñòàþòñß ïðîèçâîëüíûìè ïðè âûïîëíåíèè äî-
ïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îãðàíè÷èâàþùèõ êëàññ ôóíêöèé f(x).
Âû÷èñëèì çíà÷åíèß ôóíêöèè (4.7) íà êîíöàõ äóã ambm è ïîëó÷èì, ÷òî µ(am) = 0
è µ(bm) = cm, m = 1..M . Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.5) ïîñòðîåíî â
íóæíîì êëàññå.
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×òîáû íàéòè ôóíêöèþ ν(τ)  ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (4.4), íóæíî
äèôôåðåíöèðîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (4.7). Ïëîòíîñòü àíàëîãà èíòåãðàëà òèïà
Êîøè èìååò îñîáåííîñòè íà êîíöàõ äóã ambm, ïîýòîìó ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè èí-
òåãðàëà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïðèåì. Îáîçíà÷èì P (y) = [X+(y)]2, ïîëèíîì
P (y) îáðàùàåòñß â íóëü íà âñåõ êîíöàõ am, bm ëèíèè L, ãäå ó ïëîòíîñòè äèôôåðåí-
öèðóåìîãî èíòåãðàëà åñòü îñîáåííîñòè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (3.16)
d
dy
∫
L
g(τ)X+(τ)
P (y)
P (τ)
dτ
τ − y =
∫
L
[g(τ)X+(τ)]′
dτ
τ − y+
+
∫
L
g(τ)
X+(τ)
[
2X+
′
(y)X+(Y )− P (τ)− P (y)
τ − y
] dτ
τ − y
è, ñëåäîâàòåëüíî,
ν(y) = µ′(y) = − 1
pi2X+(y)
∫
L
[g(τ)X+(τ)]′
dτ
τ − y −
1
pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
N(τ, y) dτ, (4.8)
N(τ, y) = X+
′
(y)kj(τ, y)+
+
1
X+(y)
(
X+
′
(τ)− [X
+(τ)]2 − [X+(y)]2
τ − y
)
1
τ − y ∓
X+(y)
(1− τy)2 .
Åñëè äèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ g(y) íåæåëàòåëüíî, òî âìåñòî ôîðìóëû äèô-
ôåðåíöèðîâàíèß òèïà (3.13)
d
dy
∫
ambm
ψ(τ) dτ
τ − y =
∫
ambm
ψ′(τ) dτ
τ − y +
ψ(bm)
y − bm −
ψ(am)
y − am
íóæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó òèïà (3.14)
d
dy
∫
ambm
ψ(τ) dτ
τ − y =
∫
ambm
ψ(τ)− ψ(y)
τ − y
dτ
τ − y +
ψ(y)
y − bm −
ψ(y)
y − am .
Çàìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àßõ âïîëíå äîñòàòî÷íî èìåòü âûðàæåíèå íå ñàìîé
ôóíêöèè ν(y), à òîëüêî åå ïåðâîîáðàçíîé.
Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèßõ î ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé (4.2) è (4.3)
ìû ïîëó÷èì ôóíêöèþ µ(τ), óäîâëåòâîðßþùóþ óñëîâèþ Hλ íà âñåõ ÷àñòßõ ëèíèè L,
íå ñîäåðæàùèõ êîíöîâ, è ñ íóæíûì ïîâåäåíèåì íà ýòèõ êîíöàõ. ×òîáû ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå óðàâíåíèß (4.4) â ïðîñòðàíñòâå Lp(L), íóæíî íàëîæèòü òàêèå äîïîëíèòåëüíûå
óñëîâèß íà ôóíêöèè f(x), ïðè êîòîðûõ µ(τ) ∈ Ap(L). Â ñèëó âëîæåíèß H1 ⊂ Ap(L)
äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî f(x) ∈ H1, äîïóñêàß ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè â òî÷êàõ
46
βm, m = 1..M . Åñëè æå ôóíêöèß f(x) äèôôåðåíöèðóåìà è åå ïðîèçâîäíàß ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó H∗(Γ), òî ôîðìóëà (4.8) äàåò ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (4.4)
òîãî æå êëàññà H∗(L).
Äèôôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèß (4.2) è (4.3), ÷òîáû ñðàçó ïåðåéòè ê óðàâíåíèßì ñ
àíàëîãàìè ßäðà Êîøè, íå âïîëíå óäîáíî, òàê êàê ðåøåíèß ïðîäèôôåðåíöèðîâàííûõ
óðàâíåíèé íóæíî ðàññìàòðèâàòü â òîì æå ïðîñòðàíñòâå, ÷òî è ðåøåíèß èñõîäíûõ
óðàâíåíèé.
Îñòàëîñü âåðíóòüñß íà ïëîñêîñòü z ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Èç
ôîðìóëû (4.7) ïîëó÷èì
x∫
αm
p(t) dt = −R(x)
2pi2
∫
Γ
g(t)
R(t)
(
ctg
t− x
2
± ctg t+ x
2
)
dt, (4.9)
ãäå
g(t) = f(t) +
M∑
m=1
cm
(
ln | sin βm − x
2
| ± ln sin βm + x
2
)
,
R(x) =
√√√√ M∏
m=1
| sin βm − x
2
| · sin βm + x
2
· | sin x− αm
2
| · sin x+ αm
2
.
Â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.2), íàïðèìåð, ñèñòåìà óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß ïîñòîßííûõ
cm áóäåò èìåòü âèä
∫
Γ
f(t) +
M∑
m=1
cm
(
ln | sin βm−t
2
| ± ln sin βm+t
2
)
R(t)
sin(tj) dt = 0,
j = 1..M.
4.3. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß
Ñèòóàöèß, êîãäà õîòß áû îäíî èç óñëîâèé α1 6= 0, βM 6= pi íå âûïîëíßåòñß, òðåáóåò
áîëåå òùàòåëüíîãî èññëåäîâàíèß óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè è ïîâåäåíèß ôóíêöèè µ(y)
â òî÷êàõ a1 = 1 è bM = −1.
Ïóñòü α1 = 0, βM 6= pi, è òîãäà a1 = 1, bM 6= −1. Óìíîæàòü ôóíêöèþ exp γ(w)
íà (w − 1)(1/w − 1) ïðè ïîñòðîåíèè êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè íåëüçß, òàê êàê ïðè
ýòîì ïîâåäåíèå ïðîèçâåäåíèß â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ãðóïïû w = 1 áóäåò
îïðåäåëßòü ìíîæèòåëü (w − 1)3/2. Ïîýòîìó
X(w) = eγ(w)(w − 1)
M∏
m=2
(w − am)(1/w − am),
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èíäåêñ ïî-ïðåæíåìó áóäåò ðàâåí −M . Íî òåïåðü íàðóøåíî óñëîâèå àâòîìîðôíîñòè,
X(1/w) = − 1
w
X(w). Ïîýòîìó ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèß íåîäíîðîäíîé çàäà÷è Ðèìàíà
íóæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé àíàëîã ßäðà Êîøè,
Φ(w) = −X(w)
2pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
(
1
τ − w ±
1
1− τw
)
dτ.
Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå α1 6= 0, βM = pi
X(w) = eγ(w)
1
w + 1
M∏
m=1
(w − am)(1/w − am), X(1/w) = wX(w),
Φ(w) = −X(w)
2pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
(
1
τ − w ±
w
τ − 1/w
)
dτ, κ = −M + 1,
è â ñëó÷àå α1 = 0, βM = pi
X(w) = eγ(w)
w − 1
w + 1
M∏
m=2
(w − am)(1/w − am), X(1/w) = −X(w),
Φ(w) = −X(w)
2pi2
∫
L
g(τ)
X+(τ)
(
1
τ − w ∓
1
τ − 1/w ±
1
τ
)
dτ.
Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è âûïèñûâàþòñß íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèé
àíàëîãîâ ßäðà Êîøè â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè.
Â ñëó÷àå a1 = 1, bM 6= pi ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå íà L êàíîíè÷åñêîé ôóíêöèè
ïðèíèìàåò â òî÷êå a1 âïîëíå îïðåäåëåííîå êîíå÷íîå çíà÷åíèå, ôóíêöèß g(y)  òîæå.
Âûäåëèì èç µ(y) ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü:
∫
a1b1
g(τ)
X+(τ)
(
1
τ − y ±
1
1− τy
)
dτ =
g(1)
X+(1)
∫
a1b1
(
1
τ − y ±
1
1− τy
)
dτ+
+
∫
a1b1
(
g(τ)
X+(τ)
− g(1)
X+(1)
)(
1
τ − y ±
1
1− τy
)
dτ,
ïðåäåë ïðè y → 1 ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå óðàâíåíèß
(4.2) è áåñêîíå÷åí â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.3). Òîãäà âî âòîðîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü
âûïîëíåíî óñëîâèå g(1) = 0.
Îáîçíà÷èì ÷àñòü µ(y), íå ñîäåðæàùóþ ëîãàðèôìà,
ψ(y) =
M∑
m=2
∫
ambm
g(τ)
X+(τ)
(
1
τ − y ±
1
1− τy
)
dτ+
+
∫
a1b1
(
g(τ)
X+(τ)
− g(1)
X+(1)
)(
1
τ − y ±
1
1− τy
)
dτ.
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Ýòà ôóíêöèß óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ ψ(1/y) = ∓ψ(y)/y, òîãäà ïðè y → 1 â ñëó÷àå
óðàâíåíèß (4.2) èìååì ψ(1) = −ψ(1), ñëåäîâàòåëüíî, ψ(1) = 0 àâòîìàòè÷åñêè. Â
ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.3) äîëæíî âûïîëíßòüñß óñëîâèå
ψ(1) =
∫
L
g(τ)
X+(τ)
dτ
τ − 1 = 0
(ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî g(1) = 0 ).
Ïðè a1 = 1, bM = −1 ïðåäåë ôóíêöèè µ(y) ïðè y → 1 ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå
óðàâíåíèß (2.2.2), åñëè ∫
L
g(τ)
X+(τ)
dτ
τ
= 0,
è â ñëó÷àå óðàâíåíèß (4.3), åñëè
g(1) = 0,
∫
L
g(τ)
X+(τ)
τ + 1
τ(τ − 1)dτ = 0.
Ïîâåäåíèå ôóíêöèè µ(y) ïðè y → −1 èññëåäóåòñß àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
Åñëè ïî êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì èñïîëüçîâàòü àïïàðàò òåîðèè êðàåâûõ çàäà÷ äëß
àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé íåæåëàòåëüíî, íóæíî ðàññóæäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îáî-
çíà÷èì Γ∗ =
M∑
m=1
[2pi − βm, 2pi − αm] è Γ1 = Γ ∪ Γ∗ (ëèíèè Γ∗ è Γ ðàñïîëîæåíû ñèì-
ìåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè pi ). Ïóñòü p(t)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (4.2) èëè (4.3).
Ðàñïðîñòðàíèì ýòî óðàâíåíèå íà ëèíèþ Γ1. Òàê êàê∣∣∣sin t− x
2
∣∣∣ = sin t+ x1
2
, sin
t+ x
2
=
∣∣∣sin t− x
2
∣∣∣,
òî ∫
Γ
p(t)
[
ln
1
| sin t−x1
2
| ± ln
1
sin t+x1
2
]
dt = ±f(2pi − x1), x1 ∈ Γ∗.
Ñòîßùèå â ëåâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé (4.2), (4.3) è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèß èíòåãðàëû
ðàçîáüåì íà äâà è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé t = 2pi − t1, t1 ∈ Γ∗ âî âòîðûõ ñëàãàå-
ìûõ. Ôóíêöèß p1(t) = {p(t), t ∈ Γ; ±p(2pi− t), t ∈ Γ∗} óäîâëåòâîðßåò èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ ∫
Γ1
p1(t) ln
1
| sin t−x
2
| dt = f1(x), x ∈ Γ1, (4.10)
ãäå f1(x) = {f(x), x ∈ Γ; ±f(2pi − x), x ∈ Γ∗}.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè p1(t)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (4.10), óäîâëåòâîðßþùåå óñëî-
âèþ p1(2pi − t) = ±p1(t), òî p(t) = p1(t), t ∈ Γ  ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèß.
Óðàâíåíèå (4.10) âíåøíå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (4.1), íî äîïîëíèòåëüíîå òðå-
áîâàíèå p1(2pi − t) = ±p1(t) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñóùåñòâåííî óñëîæíßåò ñèòóàöèþ.
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Ïîñëå ïåðåõîäà íà ïëîñêîñòü w = eiz , íàïðèìåð, íîâàß èñêîìàß ôóíêöèß ν(τ) äîëæ-
íà óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ ν(1/τ) = ±τ 2ν(τ). ×òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèß
ñ òàêèì ñâîéñòâîì, íóæíî ôàêòè÷åñêè ïîâòîðèòü âñå òî, ÷òî áûëî ñäåëàíî ðàíü-
øå, íî âìåñòî àâòîìîðôíûõ ôóíêöèé èëè ïîäîáíûõ èì èñïîëüçîâàòü ñèììåòðè÷íûå
ïðîäîëæåíèß ýòèõ ôóíêöèé íà âñþ êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü.
ßâíûå ôîðìóëû îáðàùåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ïåðè-
îäè÷åñêèìè ßäðàìè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ñâåäåíèè ïîëíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé ê óðàâíåíèßì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ìåòîäîì ïîëóîáðàùåíèß. Íî, ê ñîæàëåíèþ,
ðåãóëßðèçîâàííûå óðàâíåíèß (ñì., íàïðèìåð, [70]), îñòàþòñß ñëèøêîì ñëîæíûìè äëß
÷èñëåííîãî ðåøåíèß. Â ðàáîòå [95], ðàçäåë 7, ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðåøåíèè çàäà÷è äè-
ôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ïåðèîäè÷åñêîé ðåøåòêå èç èäåàëüíî ïðîâîäß-
ùèõ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ëåíò ñóùåñòâåííî ïðîùå ïåðåõîäèòü ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ Ôëîêå èñêîìîãî
ïîëß ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Òàêàß ÁÑËÀÓ ëåãêî ìîæåò áûòü ðåøåíà
÷èñëåííî ìåòîäîì óñå÷åíèß. Òàêóþ æå êîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïîëíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷åñêîé
îñîáåííîñòüþ â ßäðå ðåøàòü ïðèáëèæåííî ìåòîäîì Ãàëåðêèíà.
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Ãëàâà 5.
Èíòåãðàëû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
è èíòåãðàëüíûå òîæäåñòâà
Â ýòîé ãëàâå èññëåäóþòñß îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà, ïðåäñòàâëßþùèå ñîáîé
ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè îò èíòåãðàëîâ ñ ßäðîì Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì. Êàê
è â ñëó÷àå ëîãàðèôìè÷åñêèõ ßäåð (ãëàâà 3), èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè
ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè ßâëßþòñß êîìïîçèöèßìè äâóõ èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ,
îäèí èç êîòîðûõ  õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïåðàòîð ñ ßäðîì Êîøè.
5.1. Îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà
Ïóñòü ab  ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà, ϕ(·) ∈ H(ab).
Íàçîâåì îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè îò èíòåãðà-
ëîâ òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè
Pa,ϕ(t, τ) : = exp
[
−
∫
aτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − t
]
, (5.1)
Pb,ϕ(t, τ) : = exp
[∫
τb
ϕ(ζ) dζ
ζ − t
]
, τ, t ∈ (ab).
Ïðè ëþáîì τ ∈ (ab) ôóíêöèß Pa,ϕ(t, τ) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ïî t íà (aτ)
(èíòåãðàë ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß), ãîëîìîðôíà ïî t íà (τb (èíòåãðàë
ïîíèìàåòñß â îáû÷íîì ñìûñëå), îãðàíè÷åíà â òî÷êå t = a, íåîãðàíè÷åíà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè t = τ (èìååò ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ïîðßäêà Reϕ(τ)) è íåïðåðûâíî
ïðîäîëæèìà â òî÷êó t = b. Ïðè ëþáîì t ∈ ab ñòåïåííîå ßäðî Pa,ϕ(t, τ) ßâëßåòñß
äèôôåðåíöèðóåìîé ïî τ ôóíêöèåé íà (at) è (tb), íåîãðàíè÷åííîé â òî÷êå τ = t, íî
èìåþùåé ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü èíòåãðèðóåìîãî ïîðßäêà Reϕ(t). Ôóíêöèß Pb,ϕ(t, τ)
èìååò àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà è îòëè÷àåòñß îò ßäðà Pa,ϕ(t, τ) ìíîæèòåëåì
ϕ˜(t) : = exp
∫
ab
ϕ(ζ) dζ
ζ − t , t ∈ ab, (5.2)
èíòåãðàë ïîíèìàåòñß â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèß ïî Êîøè.
Áóäåì òàêæå ðàññìàòðèâàòü îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà
Pa,ϕ,0(t, τ) : =
1
t− aPa,ϕ(t, τ), (5.3)
Pb,ϕ,0(t, τ) : =
1
t− bPb,ϕ(t, τ), τ, t ∈ ab.
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Îòìåòèì, ÷òî îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà ñ èíäåêñàìè a è b ïåðåõîäßò äðóã â äðóãà
ïðè ôîðìàëüíîé ïåðåñòàíîâêå êîíöîâ a è b äóãè.
Ëåììà 5.1. Ïóñòü ab  ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà, ϕ(·) ∈ H(ab), ïðè÷åì
−1 < Reϕ(t) < 1 ∀t ∈ ab. Òîãäà
1
pi
∫
aτ
sin piϕ(ξ)Pa,ϕ(ξ, τ)
dξ
ξ − t =
 1− cos piϕ(t)Pa,ϕ(t, τ), t ∈ aτ,1− Pa,ϕ(t, τ), t ∈ τb, (5.4)
1
pi
∫
aτ
sin piϕ(ξ)Pa,ϕ,0(ξ, τ)
dξ
ξ − t =
 − cos piϕ(t)Pa,ϕ,0(t, τ), t ∈ aτ,−Pa,ϕ,0(t, τ), t ∈ τb, (5.5)
1
pi
∫
τb
sin piϕ(ξ)Pb,ϕ(ξ, τ)
dξ
ξ − t =
 −1 + cos piϕ(t)Pb,ϕ(t, τ), t ∈ τb,−1 + Pb,ϕ(t, τ), t ∈ aτ, (5.6)
1
pi
∫
τb
sin piϕ(ξ)Pb,ϕ,0(ξ, τ)
dξ
ξ − t =
 cos piϕ(t)Pb,ϕ,0(t, τ), t ∈ τb,Pb,ϕ,0(t, τ), t ∈ aτ. (5.7)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
Pa,ϕ(z, τ) : = exp
[
−
∫
aτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − z
]
,
êóñî÷íî-ãîëîìîðôíóþ ïî z ñ ëèíèåé ðàçðûâà aτ , îáðàùàþùóþñß â 1 íà áåñêîíå÷íî-
ñòè (ïðè ëþáîì τ ∈ ab). Åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß íà ab (ïðè z → t± ∈ ab)
P±a,ϕ(t, τ) = exp[∓ıpiϕ(t)]Pa,ϕ(t, τ), t ∈ aτ,
P±a,ϕ(t, τ) = Pa,ϕ(t, τ), t ∈ τb.
Ïîýòîìó, êàê ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå,
Pa,ϕ(z, τ) = − 1
pi
∫
aτ
sin piϕ(ξ)Pa,ϕ(ξ, τ)
dξ
ξ − z + 1.
Ïåðåéäåì â ýòîì ðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè z → t+ ∈ aτ èëè ïðè z → t− ∈ aτ , òîãäà
ïîëó÷èì âåðõíþþ ÷àñòü òîæäåñòâà (5.4), è ïðè z → t ∈ τb  íèæíþþ åãî ÷àñòü.
ßäðî
Pa,ϕ,0(z, τ) : =
1
z − aPa,ϕ(z, τ)
îòëè÷àåòñß òåì, ÷òî êàê ôóíêöèß îò z îáðàùàåòñß â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ôîðìóëû (5.6) è (5.7) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (5.4) è (5.5) ôîðìàëüíîé ïåðåñòà-
íîâêîé a è b •
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5.2. Òîæäåñòâà äëß èíòåãðàëîâ ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
Áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëàìè ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
(Ja,ϕat ν)(t) : = sin piϕ(t)
∫
at
ν(τ)Pa,ϕ(t, τ) dτ, (5.8)
(Ja,ϕtb ν)(t) : = sin piϕ(t)
∫
tb
ν(τ)Pa,ϕ(t, τ) dτ, (5.9)
è åùå òðè ïàðû èíòåãðàëîâ ñ ßäðàìè Pb,ϕ(t, τ), Pa,ϕ,0(t, τ) è Pb,ϕ,0(t, τ). Ìíîæèòåëü
sin piϕ(t) èñïîëüçóåòñß äëß íåêîòîðîãî óïðîùåíèß ôîðìóë, êîòîðûå áóäóò ïîëó÷åíû
íèæå.
Áóäåì îáîçíà÷àòü
(Sabµ)(t) : =
1
pi
∫
ab
µ(ξ) dξ
ξ − t , Cν(·) : =
∫
ab
ν(τ) dτ. (5.10)
Ëåììà 5.2. Åñëè ν(·) ∈ L(ab), òî
Ja,ϕat ν(·) = sin piϕ(·)Cν(·) − cos piϕ(·) Ja,ϕtb ν(·)− sin piϕ(·) Sab Ja,ϕξb ν(·), (5.11)
Ja,ϕ,0at ν(·) = − cos piϕ(·) Ja,ϕ,0tb ν(·)− sin piϕ(·) Sab Ja,ϕ,0ξb ν(·), (5.12)
Jb,ϕtb ν(·) = sin piϕ(·)Cν(·) − cos piϕ(·) Jb,ϕat ν(·) + sin piϕ(·) Sab Jb,ϕaξ ν(·), (5.13)
Jb,ϕ,0tb ν(·) = − cos piϕ(·) Jb,ϕ,0at ν(·) + sin piϕ(·) Sab Jb,ϕ,0aξ ν(·). (5.14)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâòîðíûé èíòåãðàë
(SabJa,ϕξb ν)(t) =
1
pi
∫
ab
[
sin piϕ(ξ)
∫
ξb
ν(τ)Pa,ϕ(ξ, τ) dτ
] dξ
ξ − t .
Èçìåíèì ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß è çàïèøåì çàòåì âíåøíèé èíòåãðàë â âèäå ñóììû
äâóõ. Òîãäà
(SabJa,ϕξb ν)(t) =
(∫
at
+
∫
tb
)
ν(τ)
[ 1
pi
∫
aτ
sin piϕ(ξ)Pa,ϕ(ξ, t)
dξ
ξ − t
]
dτ.
Çàìåíèì âûðàæåíèß, ñòîßùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, íà ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóëû (5.4)
è ïîëó÷èì
(SabJa,ϕξb ν)(t) = Cν(·) −
1
sin piϕ(t)
(Ja,ϕat ν)(t)−
cos piϕ(t)
sin piϕ(t)
(Ja,ϕtb ν)(t)
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èëè, ÷òî îäíî è òî æå, (5.11). Òîæäåñòâî (5.12) äîêàçûâàåòñß ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
(5.5). Òîæäåñòâà (5.13) è (5.14) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èëè ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ
ðàññóæäåíèé, èëè ïðîñòî ôîðìàëüíîé ïåðåñòàíîâêîé a è b •
Çàìå÷àíèå 1. Èç ôîðìóë (5.11), (5.12) è (5.13), (5.14) ñëåäóþò òîæäåñòâà
(t− a)Sab 1
ξ − aJ
a,ϕ
ξb ν(·) = SabJa,ϕξb ν(·)− Cν(·), (5.15)
(t− b)Sab 1
ξ − bJ
b,ϕ
aξ ν(·) = SabJb,ϕaξ ν(·) + Cν(·), (5.16)
ïåðåõîäßùèå äðóã â äðóãà ïðè ïåðåñòàíîâêå òî÷åê a è b. Êàæäîå èç íèõ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíî è áîëåå ïðîñòûì ïóòåì. Íàïðèìåð, òàê êàê
t− a
(ξ − a)(ξ − t) =
1
ξ − t −
1
ξ − a,
òî
[(t− a)Sab 1
ξ − aJ
a,ϕ
ξb ν(·)](t) = (SabJa,ϕξb ν)(t)− (SabJa,ϕξb ν)(a),
íî
(SabJa,ϕξb ν)(a) =
∫
ab
ν(τ)
[ 1
pi
∫
aτ
sin piϕ(ξ)Pa,ϕ(ξ, τ)
dξ
ξ − a
]
dτ.
Åñëè ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè t→ a â ïðåäñòàâëåíèè äëß Pa,ϕ(t, τ), òî ïîëó÷èì, ÷òî
ñòîßùåå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèå îáðàùàåòñß â 1.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè çàìåíèòü îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà íà äðóãèå, èñïîëüçóß
ìíîæèòåëü (5.2), ìîæíî ïîëó÷èòü èç (5.11)(5.14) åùå 4 òîæäåñòâà, ñâßçûâàþùèå
èíòåãðàëû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè.
5.3. Òîæäåñòâà äëß èíòåãðàëîâ ñ òðàíñïîíèðîâàííûìè ßäðàìè
Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàëû ñ òðàíñïîíèðîâàííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
(tJa,ϕat ν)(t) : =
∫
at
ν(τ) sin piϕ(τ)Pa,ϕ(τ, t)dτ, (5.17)
(tJa,ϕtb ν)(t) : =
∫
tb
ν(τ) sin piϕ(τ)Pa,ϕ(τ, t)dτ, (5.18)
à òàêæå åùå òðè ïàðû èíòåãðàëîâ ñ ßäðàìè sin piϕ(τ)Pb,ϕ(τ, t), sin piϕ(τ)Pa,ϕ,0(τ, t) è
sin piϕ(τ)Pb,ϕ,0(τ, t). Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ñîõðàíåíî ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî íèæíèå èí-
äåêñû at è tb îáîçíà÷àþò äóãó èíòåãðèðîâàíèß, â òî âðåìß êàê ôîðìàëüíàß ïåðåñòà-
íîâêà àðãóìåíòîâ â ßäðå èíòåãðàëà Ja,ϕat äàåò èíòåãðàë tJa,ϕtb .
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Ëåììà 5.3. Åñëè ν(·) ∈ L(ab), òî
tJa,ϕtb ν(·) = Csinpiϕ(·)ν(·) − tJa,ϕat (cos piϕ(·)ν(·)) + tJa,ϕat Sab(sin piϕ(·)ν(·)), (5.19)
tJa,ϕ,0tb ν(·) = −tJa,ϕ,0at (cos piϕ(·)ν(·)) + tJa,ϕ,0at Sab(sin piϕ(·)ν(·)), (5.20)
tJb,ϕ,0at ν(·) = −tJb,ϕ,0tb (cos piϕ(·)ν(·))− tJb,ϕ,0tb Sab(sin piϕ(·)ν(·)), (5.21)
tJb,ϕat ν(·) = Csinpiϕ(·)ν(·) − tJb,ϕtb (cos piϕ(·)ν(·))− tJb,ϕtb Sab(sin piϕ(·)ν(·)). (5.22)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîâòîðíûé èíòåãðàë
(tJa,ϕat Sab(sin piϕ(·)ν(·))(t) =
∫
at
[ 1
pi
∫
ab
sin piϕ(ξ)ν(ξ)dξ
ξ − τ
]
sin piϕ(τ)Pa,ϕ(τ, t) dτ.
Èçìåíèì ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß è çàïèøåì çàòåì âíåøíèé èíòåãðàë â âèäå ñóììû
äâóõ. Òîãäà
(tJa,ϕat Sab(sin piϕ(·)ν(·))(t) =
−
(∫
at
+
∫
tb
)
sin piϕ(ξ)ν(ξ)
[ 1
pi
∫
at
sin piϕ(τ)Pa,ϕ(τ, t)
dτ
τ − ξ
]
dξ.
Çàìåíèì âûðàæåíèß, ñòîßùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, íà ïðàâûå ÷àñòè ôîðìóëû (5.4)
è ïîëó÷èì
(tJa,ϕat Sab(sin piϕ(·)ν(·))(t) = −Csinpiϕ(·)ν(·) + tJa,ϕat (cos piϕ(·)ν(·)) + tJa,ϕtb (ν(·))
èëè, ÷òî îäíî è òî æå, (5.19). Òîæäåñòâà (5.20)(5.22) äîêàçûâàþòñß àíàëîãè÷íî •
Çàìå÷àíèå. Åùå 4 òîæäåñòâà äëß èíòåãðàëîâ ñ òðàíñïîíèðîâàííûìè ñòåïåííûìè
ßäðàìè ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóß ïåðåõîäû îò îäíîãî ßäðà ê äðóãîìó ñ ïîìîùüþ
ìíîæèòåëß (5.2).
5.4. Ôàêòîðèçàöèß îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèß
Ëåììà 5.4. Ïóñòü ab  ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà, ϕ(·) ∈ H(ab), ïðè÷åì 0 <
Reϕ(t) < 1 ∀t ∈ ab. Åñëè ν(·) ∈ L(ab), òî
1
pi
∫
tb
[
sin piϕ(ξ)
∫
ξb
ν(τ)Pa,ϕ(ξ, τ) dτ
] 1
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t) dξ = −
∫
tb
ν(τ) dτ, (5.23)
1
pi
∫
at
[
sin piϕ(ξ)
∫
aξ
ν(τ)Pb,ϕ(ξ, τ) dτ
] 1
ξ − bPb,1−ϕ(ξ, t) dξ =
∫
at
ν(τ) dτ, (5.24)
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1pi
∫
tb
[
sin piϕ(ξ)
∫
ξb
ν(τ)Pb,ϕ(ξ, τ) dτ
] 1
b− ξPb,1−ϕ(ξ, t) dξ = −
∫
tb
ν(τ) dτ, (5.25)
1
pi
∫
at
[
sin piϕ(ξ)
∫
aξ
ν(τ)Pa,ϕ(ξ, τ) dτ
] 1
a− ξPa,1−ϕ(ξ, t) dξ =
∫
at
ν(τ) dτ. (5.26)
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïîâòîðíîì èíòåãðàëå, ñòîßùåì â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (5.23),
èçìåíèì ïîðßäîê èíòåãðèðîâàíèß. Òîãäà ïîëó÷èì
1
pi
∫
tb
ν(τ)
{∫
tτ
sin piϕ(ξ) exp
[
−
∫
tτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − ξ
] dξ
ξ − t
}
dτ.
Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë∫
∂D
ψ(z) dz,
ãäå
ψ(z) =
1
z − t exp
[
−
∫
tτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − z
]
è ∂D  ãðàíèöà äâóñâßçíîé îáëàñòè D, ñîñòîßùåé èç ïðîõîäèìîé â íàïðàâëåíèè ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îêðóæíîñòè CR äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà R è ëåæàùåãî
âíóòðè CR çàìêíóòîãî êîíòóðà, îáðàçîâàííîãî áåðåãàìè ðàçðåçà êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè ïî äóãå tτ è ïðîõîäèìûìè â íàïðàâëåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îêðóæíîñòßìè ctr
è cτr äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà r ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ t è τ ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíê-
öèß ψ(z) ãîëîìîðôíà â D è íåïðåðûâíà íà ∂D. Ïî òåîðåìå Êîøè ðàññìàòðèâàåìûé
èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, òî åñòü(∫
CR
+
∫
ctr
+
∫
(tτ)+
+
∫
cτr
+
∫
(tτ)−
)
ψ(z) dz = 0.
Òàê êàê â òî÷êàõ t è τ ôóíêöèß ψ(z) ìîæåò èìåòü ñàìîå áîëüøåå ñòåïåííûå îñîáåííî-
ñòè èíòåãðèðóåìîãî ïîðßäêà, òî ïðè r → 0 èíòåãðàëû ïî ctr è ïî cτr îáðàòßòñß â íóëü.
Èíòåãðàë ïî CR âû÷èñëßåòñß ÷åðåç êîýôôèöèåíò ïðè ïåðâîé îòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè
ðàçëîæåíèß ôóíêöèè ψ(z) â ðßä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè,∫
CR
ψ(z) dz = −2pii res
z=∞ψ(z) = 2pii.
Çíà÷åíèß ôóíêöèè ψ(z) íà áåðåãàõ ðàçðåçà ïðè r → 0 ïåðåéäóò â ïðåäåëüíûå çíà÷å-
íèß ýòîé ôóíêöèè íà tτ ñëåâà è ñïðàâà
ψ±(ξ) =
1
ξ − t exp[∓piiψ(ξ)] exp
[
−
∫
tτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − ξ
]
.
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Ïîýòîìó ïðè r → 0 ïîëó÷èì, ÷òî∫
tτ
sin piϕ(ξ) exp
[
−
∫
tτ
ϕ(ζ) dζ
ζ − ξ
] dξ
ξ − t = −pi.
Òîæäåñòâî (5.24) ñëåäóåò èç (5.23), åñëè ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè êîíöû äóãè ab. Òîæ-
äåñòâà (5.25) è (5.26) ëåãêî ïîëó÷èòü èç (5.23) è (5.24), åñëè ïåðåíåñòè èç îäíîãî
ñòåïåííîãî ßäðà â äðóãîå ìíîæèòåëü (5.2) •
5.5. Îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
Îïåðàòîðû, ñòàâßùèå â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåëåííîé íà äóãå ab ôóíêöèè ν(·) îäèí
èç èíòåãðàëîâ ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì, áóäåì íàçûâàòü èíòåãðàëüíûìè îïå-
ðàòîðàìè ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè. Äëß îáîçíà÷åíèß òàêèõ îïåðàòîðîâ
áóäåì èñïîëüçîâàòü òå æå êîíñòðóêöèè, ÷òî è â ñëó÷àå èíòåãðàëîâ ñ îáîáùåííûìè
ñòåïåííûìè ßäðàìè. Íàïðèìåð,
Ja,ϕat : ν(·) 7→ (Ja,ϕat ν)(·).
Ïóñòü ab = [a, b]  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè, è ϕ(t) ≡ 1− α, 0 < α < 1. Òîãäà
Pa,ϕ(t, τ) =
( t− a
|τ − t|
)1−α
, Ja,ϕat = sin piα (t− a)1−α
t∫
a
ν(τ) dτ
(t− τ)1−α .
Â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå îïåðàòîð ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì òîëüêî ïîñòîßííûì
ìíîæèòåëåì îòëè÷àåòñß îò îïåðàòîðà äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß
Iαa+(t) : =
1
Γ(α)
t∫
a
ν(τ)dτ
(t− τ)1−α .
Ïðè ýòîì èç òîæäåñòâ (5.12) è (5.20), íàïðèìåð, ñëåäóþò òîæäåñòâà
t∫
a
ν(τ) dτ
(t− τ)1−α = cos piα
b∫
t
ν(τ) dτ
(τ − t)1−α−
− sin piα (t− a)α 1
pi
b∫
a
[ 1
(ξ − a)α
b∫
ξ
ν(τ) dτ
(t− ξ)1−α
] dξ
ξ − t ,
b∫
t
ν(τ) dτ
(τ − t)1−α = cos piα
t∫
a
ν(τ) dτ
(t− τ)1−α+
+sin piα
t∫
a
1
(τ − a)α
1
pi
b∫
a
(ξ − a)αν(ξ) dξ
ξ − τ
dτ
(τ − t)1−α
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(âî âòîðîì ñëó÷àå âûðàæåíèå ν(t)(t − a)−α çàìåíåíî íà ν(t)), ñîâïàäàþùèå ñ òîæ-
äåñòâàìè (11.19) è (11.16) èç [130] èëè ñ òîæäåñòâàìè (14′) è (15) èç [123]. Èñ÷åð-
ïûâàþùèå ñâåäåíèß î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß è äðîáíîãî
äèôôåðåíöèðîâàíèß èìåþòñß â êíèãå Ñ.Ã. Ñàìêî, À.À. Êèëáàñà è Î.È. Ìàðè÷åâà
[130].
Ìîæíî ëè ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè êàê
îáîáùåíèå îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß íà ñëó÷àé, êîãäà ïîðßäêîì èíòåãðè-
ðîâàíèß ßâëßåòñß íå ÷èñëî, à ôóíêöèß ϕ(·) ? Ïîêàæåì, ÷òî íà ýòîò âîïðîñ ñëåäóåò
ïîêà äàòü îòðèöàòåëüíûé îòâåò.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå àáñòðàêòíîå îïðåäåëåíèå îïåðàòîðîâ íåöåëîãî èíòåãðèðî-
âàíèß. Ïóñòü J(µ)  îïðåäåëåííàß íà ïðîìåæóòêå (0, 1] îïåðàòîð-ôóíêöèß, çíà÷åíèß-
ìè êîòîðîé ßâëßþòñß îïåðàòîðû Jµ, äåéñòâóþùèé èç îäíîãî ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé
â äðóãîå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàíî ñåìåéñòâî îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèß ïîðßäêà
µ, åñëè
1) J1 ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì èíòåãðèðîâàíèß J;
2) âûïîëíßåòñß ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî
Jµ ◦ Jν = Jµ+ν ∀µ, ν, µ+ ν ∈ (0, 1].
Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèß J ìîæíî âûáðàòü ëþáîé èç äâóõ îïåðàòîðîâ
(Jatϕ)(t) : =
∫
at
ϕ(τ) dτ, (Jtbϕ)(t) : = −
∫
tb
ϕ(τ) dτ,
÷òî äàåò îñíîâàíèß ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì ëåâîñòîðîííèå è ïðàâîñòîðîííèå
îïåðàòîðû íåöåëîãî èíòåãðèðîâàíèß. Èç àêñèîì 1) è 2) ñëåäóåò, ÷òî
3)
Jµ ◦ J1−µ = J ∀µ ∈ (0, 1]
(èìååò ìåñòî ôàêòîðèçàöèß îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèß). Â îïðåäåëåíèè ñåìåéñòâà
îïåðàòîðîâ èíòåãðèðîâàíèß ìîæíî çàìåíèòü àêñèîìó 1) íà àêñèîìó 3). Îïåðàòîðû
Iαa+ è Iαb− ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò òàêèì îïðåäåëåíèßì.
Äëß îïåðàòîðîâ ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè âûïîëíßþòñß òîæäåñòâà
(5.23)(5.26), êàæäîå èç êîòîðûõ çàäàåò ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà èíòåãðèðîâàíèß â ïðî-
èçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ, õîòß è ðàçíîé ñòðóêòóðû. Ìîæíî òàê èçìåíèòü àêñèîìó
3), ÷òîáû â êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ, îïðåäåëßþùåé ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà èíòåãðè-
ðîâàíèß, ñëåâà è ñïðàâà ñòîßëè îïåðàòîðû èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ. Íî äëß îïåðàòîðîâ
ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè íå âûïîëíßåòñß ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî 3) èëè
åìó àíàëîãè÷íîå. Êàêèå-ëèáî ìîäèôèêàöèè òàêèõ îïåðàòîðîâ, äëß êîòîðûõ âûïîë-
íßëîñü áû ïîëóãðóïïîâîå ñâîéñòâî, ïîêà íå íàéäåíû.
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Ãëàâà 6.
Ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß
ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
Â ãëàâå 6 ðàññìàòðèâàþòñß ÑÈÓ ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè, ýêâèâà-
ëåíòíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Ñâßçü ìåæäó ðåøåíèßìè ýòèõ
óðàâíåíèé çàäàåòñß â ôîðìå îáîáùåííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Àáåëß.
6.1. Ýêâèâàëåíòíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
Ïóñòü ab  ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà, ôóíêöèß ϕ(·) ∈ H(ab), ϕ(t) 6= 0,
0 < Reϕ(t) < 1 ∀t ∈ ab.
Ðàññìîòðèì ÑÈÓ ñî ñòåïåííûì ßäðîì
(Pa,ϕ,0ν)(t) : = A(t) sin piϕ(t)
∫
at
ν(τ)Pa,ϕ,0(t, τ) dτ+
+B(t) sin piϕ(t)
∫
tb
ν(τ)Pa,ϕ,0(t, τ) dτ = f(t), t ∈ (ab) (6.1)
èëè, â îïåðàòîðíîé ôîðìå,
A(·)Ja,ϕ,0at ν(·) +B(·)Ja,ϕ,0tb ν(·) = f(·), (6.2)
ãäå Pa,ϕ,0  îáîáùåííîå ñòåïåííîå ßäðî, Ja,ϕ,0at , Ja,ϕ,0tb  èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ñ îáîá-
ùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì, îïðåäåëåííûå â ãëàâå 5. Èíòåãðàëû â (6.1) â îáùåì ñëó÷àå
ïîíèìàþòñß â ñìûñëå Ëåáåãà.
Òåîðåìà 6.1. ÑÈÓ ñî ñòåïåííûì ßäðîì (6.1) è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßä-
ðîì Êîøè
A1(t)µ(t) +B1(t)
∫
ab
µ(ξ) dξ
ξ − t = f(t), t ∈ (ab), (6.3)
ãäå
A1(t) = B(t)− cos piϕ(t)A(t), B1(t) = − sin piϕ(t)A(t), (6.4)
ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
1) åñëè ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.1), òî îïðåäåëåííàß ðàâåíñòâîì
(Ja,ϕ,0tb ν)(t) = µ(t), t ∈ (ab) (6.5)
ôóíêöèß µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.3);
2) åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.3), ïðåäñòàâèìîå â âèäå (6.5), òî ν(·)  ðåøåíèå
óðàâíåíèß (6.1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (5.12). Çäåñü, êàê è
â ñëó÷àå òåîðåìû 3.1, ìîæíî íå äåëàòü êàêèõ-ëèáî ïðåäïîëîæåíèé î êîýôôèöèåíòàõ
è ïðàâûõ ÷àñòßõ óðàâíåíèé, à òàêæå î êëàññàõ èñêîìûõ ôóíêöèé •
Äëß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ñ òðàíñïîíèðîâàííûì ñòåïåííûì ßäðîì ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îñíîâàííîå íà òîæäåñòâå (5.20).
Òåîðåìà 6.2. ÑÈÓ ñî ñòåïåííûì ßäðîì
tJa,ϕ,0at [A(·)ν(·)] + tJa,ϕ,0tb [B(·)ν(·)] = f(·) (6.6)
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
A1(t)ν(t) +
∫
ab
B1(ξ)ν(ξ) dξ
ξ − t = µ(t), t ∈ (ab), (6.7)
ãäå
A1(t) = A(t)− cos piϕ(t)B(t), B1(t) = sin piϕ(t)B(t) (6.8)
ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
1) åñëè ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.6), òî îïðåäåëåííàß ðàâåíñòâîì (6.7) ôóíêöèß
µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß
(tJa,ϕ,0at µ)(t) = f(t), t ∈ (ab); (6.9)
2) åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.9), òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.7) ñ òàêîé
ïðàâîé ÷àñòüþ  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.6).
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåì 6.1 è 6.2, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèß ðàçðåøèìîñòè ÑÈÓ (6.1), (6.6) è äðóãèõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè
ßäðàìè, à òàêæå ôîðìóëû, äàþùèå èõ ðåøåíèß, íóæíî èññëåäîâàòü èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèß (6.5), (6.9) è äðóãèå óðàâíåíèß òîãî æå âèäà.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèß ñïðàâåäëèâû äëß óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ñòåïåí-
íûìè ßäðàìè
A(·)Ja,ϕat ν(·) +B(·)Ja,ϕtb ν(·) = f(·), A(·)Jb,ϕ,0at ν(·) +B(·)Jb,ϕ,0tb ν(·) = f(·),
A(·)Jb,ϕat ν(·) + B(·)Jb,ϕtb ν(·) = f(·), tJa,ϕat [A(·)ν(·)] + tJa,ϕtb [B(·)ν(·)] = f(·),
tJb,ϕ,0at [A(·)ν(·)] + tJb,ϕ,0tb [B(·)ν(·)] = f(·), tJb,ϕat [A(·)ν(·)] + tJb,ϕtb [B(·)ν(·)] = f(·).
Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ßäåð Pa,ϕ(t, τ) è Pb,ϕ(t, τ) ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèé ñ
îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè ê ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè â ïðàâîé ÷àñòè ïîßâëßåòñß
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íåèçâåñòíàß ïîñòîßííàß C, çíà÷åíèå êîòîðîé äîëæíî ñîâïàäàòü ñî çíà÷åíèåì èíòå-
ãðàëà îò èñêîìîé ôóíêöèè ν(·) ïî äóãå ab. Ýòî îáñòîßòåëüñòâî íå âíîñèò êàêèõ-ëèáî
ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé â îáùóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé.
6.2. Ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 5.5, îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè
òîëüêî ìíîæèòåëåì îòëè÷àþòñß îò îïåðàòîðîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß, åñëè ab =
[a, b]  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè è ϕ(t) ≡ 1 − α, 0 < α < 1. Èçâåñòíî [130], 3,
÷òî îïåðàòîðû äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß íå óõóäøàþò ñâîéñòâ ôóíêöèé, òî åñòü íå
óìåíüøàþò ïîêàçàòåëß Ãåëüäåðà è íå óâåëè÷èâàþò ïîðßäêîâ îñîáåííîñòåé íà êîíöàõ
îòðåçêà. Îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè èìåþò ïîäîáíûå ñâîéñòâà.
Ïóñòü t = t(s), s ∈ [0, l]  ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå äóãè ab. Òîãäà
(Ja,ϕtb ν)(t) = sin piϕ[t(s)]
l∫
s
ν[t(σ)]Pa,ϕ[t(s), t(σ)]t
′(σ) dσ,
Pa,ϕ[t(s), t(σ)] = exp
σ∫
0
ϕ[t(ξ)]t′(ξ) dξ
t(s)− t(ξ) .
Åñëè èç îáîáùåííîãî ñòåïåííîãî ßäðà âûäåëèòü ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ìíîæèòåëü
(σ−s)α−1, òî ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ îïåðàòîðà Ja,ϕtb ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß èçâåñòíû-
ìè ñâåäåíèßìè î ñâîéñòâàõ èíòåãðàëà äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß. Íî ýòî äîñòàòî÷íî
òðóäîåìêî, îñîáåííî  ïðåîáðàçîâàíèå âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ñòåïåííûõ ôóíêöèé.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç ñâîéñòâ îïåðàòîðîâ ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðà-
ìè, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü íå ïåðåõîäß ê äóãîâîé àáñöèññå â èíòåãðàëàõ ïî äóãå.
Èññëåäóåì ïîâåäåíèå èíòåãðàëà Ja,ϕtb ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì â îêðåñòíîñòè
êîíöîâ äóãè ab.
Ëåììà 6.1. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè b
ν(τ) = νb(τ)
(τ − a
b− τ
)β
, νb(·) ∈ H, νb(b) 6= 0,
è λb = h(νb(·), b)  âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà ôóíêöèè νb(·) â òî÷êå b, òî ôóíêöèß
(Ja,ϕtb ν)(·) èìååò â òî÷êå b ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ïîðßäêà íå âûøå, ÷åì max{Re β+
Reϕ(b)− 1,Re β − λb + ε}, ãäå ε > 0  äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæèòåëü sin piϕ(t) íå èìååò îñîáåííîñòåé è íå îáðàùàåòñß â
íóëü â òî÷êàõ a è b, ïîýòîìó íå áóäåì ó÷èòûâàòü åãî ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòèêè.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
µ(t) =
∫
tb
ν(τ)Pa,ϕ(t, τ)dτ.
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Îáîáùåííîå ñòåïåííîå ßäðî ïðåäñòàâèì â âèäå
Pa,ϕ(t, τ) = exp
∫
aτ
1− ϕ(ζ)
ζ − t dζ
t− a
τ − t .
Òîãäà
µ(t) =
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β
p(τ, t)
dτ
τ − t ,
ãäå
p(τ, t) =
{
νb(τ)(t− a) exp
∫
aτ
1− ϕ(ζ)
ζ − t dζ, τ ∈ tb; 0, τ ∈ at
}
,
è
µ(t) = p(b, t)I1(t) + I2(t), (6.10)
ãäå
I1(t) =
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β dτ
τ − t , I2(t) =
∫
ab
(τ − a
b− τ
)β
[p(b, t)− p(τ, t)] dτ
τ − t .
Èíòåãðàë I1(t) âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå (2.9),
I1(t) =
pi
sin βpi
− pi ctg βpi
(t− a
b− t
)β
, t ∈ (ab).
Ôóíêöèß
p(b, t) = νb(b)(t− a) exp
∫
ab
ϕ(b)− ϕ(ζ)
ζ − t dζ
( b− t
t− a
)1−ϕ(b)
.
Ïîýòîìó 1-å ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (6.10) ïðåäñòàâèìî â âèäå
p(b, t)I1(t) = ω1(t)
(t− a
b− t
)β+ϕ(b)−1
+ ω2(t),
ãäå ω1(·), ω2(·)  óäîâëåòâîðßþùèå óñëîâèþ H ôóíêöèè, ïðè÷åì ω1(b) 6= 0.
Ðàññìîòðèì òåïåðü èíòåãðàë I2(t). Ïóñòü λb = h(νb(·), b)  âåðõíèé ïîêàçàòåëü
Ãåëüäåðà ôóíêöèè νb(·) â òî÷êå b. Ôóíêöèß p(τ, t) ïî ïåðåìåííîé τ â òî÷êå b èìååò
òàêîå æå çíà÷åíèå âåðõíåãî ïîêàçàòåëß Ãåëüäåðà. Åñëè λb > Re β, òî ïëîòíîñòü èíòå-
ãðàëà ñ ßäðîì Êîøè I2(t) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì λb − Re β
â òî÷êå b è h(I2(·), b) = λb−Re β. Åñëè λb ≤ Re β, òî ïëîòíîñòü èíòåãðàëà I2(t) èìååò
îñîáåííîñòü â òî÷êå b è
I2(t) = ω3(t)
(t− a
b− t
)β0
+ ω4(t), Re β0 > Re β − λb,
ãäå ôóíêöèß ω3(·) óäîâëåòâîðßåò â îêðåñòíîñòè òî÷êè b óñëîâèþ H, à ôóíêöèß ω4(·)
ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü, íî ïîðßäêà ìåíüøåãî, ÷åì Re β − λb •
Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå èíòåãðàëà ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì (Ja,ϕtb )(·) â
òî÷êå b çàâèñèò îò òðåõ ÷èñåë: Re β, 1− Reϕ(b) è λb.
62
à) Åñëè 1− Reϕ(b) > Re β è λb > Re β, òî ó ôóíêöèè µ(·) â òî÷êå b îñîáåííîñòè íåò.
á) Åñëè 1− Reϕ(b) ≤ Re β < λb, òî ïîâåäåíèå µ(·) îïðåäåëßåò ñëàãàåìîå
ω1(t)
(t− a
b− t
)β+ϕ(b)−1
.
â) Åñëè 1−Reϕ(b) > Re β ≥ λb, òî ïîðßäîê îñîáåííîñòè ôóíêöèè µ(·) â òî÷êå b ðàâåí
Re β0 = Re β − λb + ε.
ã) Åñëè 1 − Reϕ(b) ≤ Re β è λb ≤ Re β, òî ïîðßäîê îñîáåííîñòè íå áîëåå, ÷åì
max{Re β +Reϕ(b)− 1,Re β0}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñþäó óêàçàíû íàèáîëüøèå èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïîðßäêîâ
îñîáåííîñòè. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àßõ ïîâåäåíèå ôóíêöèè µ(·) â òî÷êå b ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíî ëó÷øèì. Íàïðèìåð, îñîáîãî èññëåäîâàíèß òðåáóåò ñëó÷àé β = 1/2.
Ëåììà 6.2. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè a
ν(τ) = νa(τ)
( b− τ
τ − a
)α
, νa(·) ∈ H, νa(a) 6= 0,
è λa = h(νa(·), a)  âåðõíèé ïîêàçàòåëü Ãåëüäåðà ôóíêöèè νa(·) â òî÷êå a, òî ôóíê-
öèß (Ja,ϕtb ν)(·) èìååò â òî÷êå a ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ïîðßäêà íå âûøå, ÷åì Reα−
Reϕ(a)− λa + ε, ãäå ε > 0  äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 5.1, îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà
Pa,ϕ(t, τ) è Pb,ϕ(t, τ) îòëè÷àþòñß ìíîæèòåëåì ϕ˜(t) (5.2). Ïîýòîìó
(Ja,ϕtb ν)(t) =
1
ϕ˜(t)
(Jb,ϕtb ν)(t).
Íî èç òîæäåñòâà (5.14) ñëåäóåò, ÷òî
(Jb,ϕtb ν)(t) = − cos piϕ(t) (Jb,ϕat ν)(t) + sin piϕ(t) (t− b)
(
Sab[
1
ξ − bJ
b,ϕ
aξ ν]
)
(t). (6.11)
Ïîýòîìó ïîâåäåíèå èíòåãðàëà (Ja,ϕtb ν)(·) â òî÷êå a ïîëíîñòüþ îïðåäåëßåòñß ïîâåäåíè-
åì èíòåãðàëà (Jb,ϕat ν)(·) â ýòîé òî÷êå.
Ïåðåôîðìóëèðóåì óòâåðæäåíèå ëåììû 6.1, ïåðåñòàâèâ ìåñòàìè êîíöû äóãè ab.
Ïîâåäåíèå èíòåãðàëà (Jb,ϕat ν)(·) â òî÷êå a çàâèñèò îò òðåõ ÷èñåë: Reα, 1 − Reϕ(a) è
λa. Ïðè ýòîì ôóíêöèß (Jb,ϕat ν)(·) èìååò â òî÷êå a ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü ïîðßäêà íå
âûøå, ÷åì max{Reα+Reϕ(a)−1,Reα−λa+ε}, ãäå ε > 0  äîñòàòî÷íî ìàëîå ÷èñëî.
Ñèíãóëßðíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (6.11) èìååò òîò æå ïîðßäîê îñîáåííîñòè â
òî÷êå a, ÷òî è åãî ïëîòíîñòü.
Ïîâåäåíèå ìíîæèòåëß ϕ˜(·) â îêðåñòíîñòè òî÷êè a îïðåäåëßåò ñòåïåííàß ôóíêöèß
( b− t
t− a
)ϕ(a)
.
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Ïîýòîìó ïîðßäîê ñòåïåííîé îñîáåííîñòè â òî÷êå a ó èíòåãðàëà (Ja,ϕtb ν)(·) óìåíüøàåòñß
íà Reϕ(a) è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò ïðåâûñèòü âåëè÷èíû Reα − Reϕ(a)− λa + ε.
Åñëè æå λa > Reα, òî (Ja,ϕtb ν)(a) = 0 •
Îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðóåì òàê:
Òåîðåìà 6.3. Îïåðàòîð Ja,ϕtb ïîíèæàåò ïîðßäêè ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé ôóíê-
öèé íà êîíöàõ äóãè ab.
Äðóãèå îïåðàòîðû ñ îáîáùåííûìè ñòåïåííûìè ßäðàìè èìåþò òàêîå æå ñâîéñòâî.
Ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèß ν(·) ìîæåò èìåòü ñòåïåííûå îñîáåííîñòè âî âíóòðåííèõ òî÷-
êàõ äóãè ab, ðàññìîòðåí â [79], 13.
6.3. Îáîáùåíèå óðàâíåíèß Àáåëß
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
sin piϕ(t)
∫
tb
ν(τ)Pa,ϕ(t, τ) dτ = µ(t), t ∈ (ab), (6.12)
è óðàâíåíèß òîãî æå âèäà ñ äðóãèìè îïåðàòîðàìè ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíî èç îáîáùåíèé èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Àáåëß.
Òåîðåìà 6.4. Åñëè ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.12), òî
ν(t) =
1
pi
d
dt
∫
tb
µ(ξ)
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t) dξ. (6.13)
Åñëè ν(·) ∈ AC(ab), òî óðàâíåíèå
1
pi
∫
tb
µ(ξ)
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t) dξ = ν(t) (6.14)
èìååò ðåøåíèå
µ(t) = sin piϕ(t)
∫
tb
ν ′(τ)Pa,ϕ(t, τ) dτ.
Ýòî óòâåðæäåíèå ñðàçó ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (5.23). ßñíî, ÷òî óðàâíåíèå (6.12)
ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíî ðåøåíèå •
Îáîçíà÷èì
(Qa,1−ϕtb µ)(t) : =
1
pi
∫
tb
µ(ξ)
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t) dξ. (6.15)
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Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü K  îäèí èç ïîäêëàññîâ ñóììèðóåìûõ èëè ãåëüäåðîâûõ
ôóíêöèé. Óðàâíåíèå (6.12) èìååò ðåøåíèå ν(·) ∈ K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) (Qa,1−ϕtb µ)(b) = 0;
2) (Qa,1−ϕtb µ)′(·) ∈ K.
Ïðè ýòîì ν(·) = (Qa,1−ϕtb µ)′(·).
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óòâåðæäåíèß ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (5.23). Äîñòà-
òî÷íîñòü äîêàçûâàåòñß ñëîæíåå.
Ïóñòü óñëîâèß 1) è 2) âûïîëíåíû. Ïóñòü
ν(t) = (Qa,1−ϕtb µ)′(t) =
1
pi
d
dt
∫
tb
µ(ξ)
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t)dξ.
Îáîçíà÷èì
µ1(t) = sin piϕ(t)
∫
tb
ν(τ)Pa,ϕ(t, τ) dτ.
Òîãäà ν(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.12) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ µ1(·). Ïî òåîðåìå 6.4
ν(t) =
1
pi
d
dt
∫
tb
µ1(ξ)
ξ − aPa,1−ϕ(ξ, t) dξ.
Ñëåäîâàòåëüíî, (Qa,1−ϕtb µ)(t)− (Qa,1−ϕtb µ1)(t) = const è ñ ó÷åòîì óñëîâèß 1)
1
pi
∫
tb
µ(ξ)− µ1(ξ)
ξ − a Pa,1−ϕ(ξ, t) dξ = 0.
Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå, òî ôóíêöèß ν(·)  äåé-
ñòâèòåëüíî ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.12).
Äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé òåîðåìû 6.5 ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà íåïîñðåäñòâåííîé
ïîäñòàíîâêîé ôóíêöèè (6.13) â óðàâíåíèå (6.12) •
Òåîðåìà 6.5 ßâëßåòñß àíàëîãîì òåîðåìû 2.1 èç [130]. Çàìåòèì, ÷òî äëß îïåðàòîðîâ
äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß äîêàçàòü äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé 1) è 2) çíà÷èòåëüíî ïðîùå,
òàê êàê ïðè ïîñòîßííîé ôóíêöèè ϕ(·) îïåðàòîð Qa,1−ϕtb ôàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ Ja,1−ϕtb .
Ðåøåíèå (6.13) îáîáùåííîãî óðàâíåíèß Àáåëß (6.12) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå, íå
ñîäåðæàùåé ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè µ(·). Ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
äóãà ab óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ Ëßïóíîâà, ýòó ôîðìóëó ïîëó÷èë À.Â. Ìàéñòåð [54].
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß (6.12) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è
êàê óñëîâèß íà åãî ïðàâóþ ÷àñòü.
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Òåîðåìà 6.6. Åñëè µ(·) ∈ Hpλ[α, β](ab) è âûïîëíåíû óñëîâèß
1) µ(a) = 0;
2) Reϕ(a) < h(µ(·), a);
3) Re β < min{h(µ(·), b), h(ϕ(·), b),Reϕ(b)},
òî ôóíêöèß ν(·) (6.13) ßâëßåòñß ðåøåíèåì êëàññà Hpλ(ab) óðàâíåíèß (6.12).
Äîêàçàòåëüñòâî èìååòñß â ðàáîòå À.Â. Ìàéñòåðà [53]. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåí
òàêæå ñëó÷àé, êîãäà ó ôóíêöèé äîïóñêàþòñß èíòåãðèðóåìûå îñîáåííîñòè âî âíóò-
ðåííèõ òî÷êàõ äóãè ab.
6.4. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè
Ïîñëå òîãî, êàê èññëåäîâàíî îáîáùåíèå óðàâíåíèß Àáåëß (6.12), ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß ñ îáîáùåííûì
ñòåïåííûì ßäðîì (6.1).
Ñëåäñòâèå 6.1. Ïóñòü A(·), B(·), ϕ(·) ∈ Hλ(ab). Åñëè ν(·) ∈ Hpλ[α, β](ab) 
ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.1), òî f(·) = (Pa,ϕ,0ν)(·) ∈ Hpλ0 [α0, β0](ab), ãäå λ0 ≥ λ,
Reα0 < Reα, Re β0 < Re β.
Ñëåäñòâèå 6.2. Åñëè, êðîìå òîãî, A21(t) + pi2B21(t) 6= 0 ∀t ∈ ab, òî
ν(t) =
1
pi
d
dt
∫
tb
1
ξ − a
{ A1(ξ)
A21(ξ) + pi
2B21(ξ)
f(ξ)−
− B1(ξ)
A21(ξ) + pi
2B21(ξ)
Z(ξ)
[∫
ab
f(τ)
Z(τ)
dτ
τ − ξ + Pκ−1(ξ)
]}
Pa,1−ϕ(ξ, t) dξ,
ãäå Z(·)  êàíîíè÷åñêàß ôóíêöèß óðàâíåíèß (6.3), κ  èíäåêñ, Pκ−1(·)  ïîëèíîì
ñòåïåíè íå âûøå, ÷åì κ − 1. Ïðè κ ≤ 0 Pκ−1(·) ≡ 0 è ïðè κ < 0 âûïîëíßþòñß
óñëîâèß (2.32).
Ñëåäñòâèå 6.3. Åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.3), óäîâëåòâîðßþùåå óñëîâèßì
òåîðåìû 6.5, òî ôóíêöèß
ν(t) =
d
dt
(Qa,1−ϕtb µ)(t)
 ðåøåíèå óðàâíåíèß (6.1) êëàññà K.
Ïóñòü ϕ(·) ≡ λ. Òîãäà ÑÈÓ (6.11) ïðèìåò âèä
A(t) sin piλ
∫
at
ν(τ)
( t− a
t− τ
)λ
dτ +B(t) sin piλ
∫
tb
ν(τ)
( t− a
τ − t
)λ
dτ = (t− a) f(t).
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Åñëè ab  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè [a, b], çàïèøåì ñòåïåííóþ ôóíêöèþ â âèäå îòíî-
øåíèß äâóõ ôóíêöèé. Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå
A(t)
t∫
a
ν(τ)dτ
(t− τ)λ +B(t)
b∫
t
ν(τ)dτ
(τ − t)λ =
1
sin piλ
(t− a)1−λf(t), t ∈ (a, b), (6.16)
êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàþò îáîáùåííûì óðàâíåíèåì Àáåëß. Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèß (6.16) è åãî ðåøåíèå â çàìêíóòîé ôîðìå ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ
ïîëó÷èë Ñ.Ã. Ñàìêî.
Ïîêàæåì, êàê â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ÑÈÓ ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé ôîðìå ðåøåíèå óðàâíåíèß ñî ñòåïåííûì ßäðîì ñ
ïîñòîßííûìè êîýôôèöèåíòàìè
A
x∫
a
p(t) dt
(x− t)ν +B
b∫
x
p(t) dt
(t− x)ν = f(x), x ∈ (a, b). (6.17)
Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèß (6.17) íà (b− x)ν . Òîãäà
A
x∫
a
p(t)
(b− x
x− t
)ν
dt+B
b∫
x
p(t)
(b− x
t− x
)ν
dt = (b− x)νf(x), x ∈ (a, b).
Îáîáùåííîå ñòåïåííîå ßäðî ñ ïîñòîßííîé ïëîòíîñòüþ
Pb,ν(x, t) = exp
b∫
t
ν dξ
ξ − x =
{(b− x
x− t
)ν
, t ∈ (a, x);
(b− x
t− x
)ν
, t ∈ (x, b)
}
.
Èç òîæäåñòâà (5.13) ñëåäóåò, ÷òî
b∫
x
p(t)
(b− x
t− x
)ν
dt = P − cos piν
x∫
a
p(t)
(b− x
x− t
)ν
dt+
sin piν
pi
b∫
a
[ ξ∫
a
p(t)
(b− ξ
ξ − t
)ν
dt
]
dξ
ξ − x,
ãäå
P =
b∫
a
p(t) dt.
Ïîýòîìó ÑÈÓ (6.17) ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
Aq(x) + B
[
P − cos piνq(x) + sin piν
pi
b∫
a
q(ξ) dξ
ξ − x
]
= (b− x)νf(x), x ∈ (a, b) (6.18)
îòíîñèòåëüíî íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè
q(x) =
x∫
a
p(t)
(b− x
x− t
)ν
dt, x ∈ (a, b). (6.19)
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Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 6.1 ìîæíî ïîëó÷èòü è äðóãîå
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ (6.17), íî íå ñîäåðæàùåå íåîïðåäå-
ëåííîé ïîñòîßííîé P .
Äàëüíåéøèå äåéñòâèß òàêîâû: ïîñòðîèì ðåøåíèå q(·) óðàâíåíèß (6.18) è ïîëó÷èì
èñêîìóþ ôóíêöèþ p(·) êàê ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Àáåëß (6.19).
6.5. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß è áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèß
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå
èçó÷àëèñü îäíîâðåìåííî ñ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèßìè ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì.
Ìåòîäîì ñâåäåíèß ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà Ê.Ä. Ñàêàëþê ïîëó÷èë ðåøåíèå îáîá-
ùåííîãî óðàâíåíèß Àáåëß ñ âíåøíèìè [116], [117] è âíóòðåííèìè êîýôôèöèåíòàìè
[121]
u(x)
x∫
a
ϕ(t) dt
(x− t)α + v(x)
b∫
x
ϕ(t) dt
(t− x)α = f(x), 0 < α < 1,
x∫
a
u(t)ϕ(t) dt
(x− t)α +
b∫
x
v(t)ϕ(t) dt
(t− x)α = f(x), 0 < α < 1,
à òàêæå íåêîòîðûõ óðàâíåíèé áîëåå îáùåãî âèäà [119].
Ðàáîòà À. Ïåòåðñà [158] ïîñâßùåíà óðàâíåíèßì ñî ñòåïåííûìè ßäðàìè íà ãëàä-
êîé äóãå. Â ðàáîòå Ô.Â. ×óìàêîâà è È.Ë. Âàñèëüåâà [148] èññëåäîâàíî èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå òèïà Àáåëß íà çàìêíóòîì êîíòóðå.
Ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ, ïðåäëîæåííûé Ñ.Ã. Ñàìêî, ïîçâîëèë çíà÷èòåëü-
íî óïðîñòèòü ïðåäïîëîæåíèß îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ è ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèé, à òàêæå ñäåëàòü áîëåå åñòåñòâåííîé îáùóþ ñõåìó ðàññóæäåíèé. Îãðàíè÷åíèß
íà êîýôôèöèåíòû îáîáùåííîãî óðàâíåíèß Àáåëß â ðàìêàõ ìåòîäà àíàëèòè÷åñêîãî
ïðîäîëæåíèß áûëè ñíßòû ðàíåå â ðàáîòå Ë. ôîí Âîëüôåðñäîðôà [164].
Äðóãèå óðàâíåíèß ñ îáîáùåííûìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ñòåïåííûìè ßäðàìè, ïî-
äîáíûå èçó÷åííûì â ãëàâàõ 36, à òàêæå íåêîòîðûå èõ ïðèëîæåíèß ðàññìàòðèâàëèñü
â ðàáîòàõ [140], [156], [73][76], [77], [79], [80], [81], [82], [83], [159], [160]. Ýòè èññëåäîâà-
íèß ïðîäîëæèëè Â.Ë. Äèëüìàí [25][27], Ñ.Ï. Êóçíåöîâ [49] è À.Â. Ìàéñòåð [52][55].
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Ãëàâà 7.
Óðàâíåíèß, ïîðîæäàåìûå
äèôôåðåíöèàëüíûìè ðàâåíñòâàìè
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ãëàâå 3, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèß-
ìè óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
çàäàåòñß â ñëó÷àå îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè ïðîñòûì èíòåãðàëüíûì ðàâåíñòâîì
x∫
a
ν(t) dt = µ(x), x ∈ [a, b]. (7.1)
Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæåò áûòü çàäàíî, ÷òî ðàâíîñèëüíî, è â ôîðìå çàäà÷è Êîøè äëß
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß 1-ãî ïîðßäêà
µ′(x) = ν(x), µ(a) = 0. (7.2)
Ïîýòîìó áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàâåíñòâà (7.2) ïîðîæäàþò óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷å-
ñêèì ßäðîì. Áóäåì íàçûâàòü ðàâåíñòâà (7.2) è àíàëîãè÷íûå èì ïðîñòî äèôôåðåíöè-
àëüíûìè ðàâåíñòâàìè.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå ðàâåíñòâà áîëåå îáùåãî âèäà, ïîçâîëßþùèå óñòà-
íîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèßìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
è ðåøåíèßìè íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ßäðà êîòîðûõ èìåþò ñëîæíóþ
îñîáåííîñòü (ñîäåðæàò ñëàãàåìûå, îäíî èç êîòîðûõ èìååò ïîëßðíóþ îñîáåííîñòü, à
äðóãèå  ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà). Äëß ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé áóäåì ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèß, çàäàííûå íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè.
7.1. Ðàâåíñòâà 1-ãî ïîðßäêà, óñëîâèß Êîøè
Ïóñòü ôóíêöèè µ(·) è ν(·) ñâßçàíû ñîîòíîøåíèßìè
p1(x)µ
′ + p0(x)µ = q1(x)ν ′ + q0(x)ν, r0µ(a) = s0ν(a), (7.3)
ãäå r0 6= 0, s0 6= 0. ×òîáû ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (7.3) èìåëî ñìûñë è áûëè îáîñíîâàíû
äàëüíåéøèå ïðåîáðàçîâàíèß, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíåíî îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
µ(·), ν(·), p1(·), q1(·) ∈ C1([a, b]); p0(·), q0(·) ∈ C([a, b]); (A)
èëè
µ(·), ν(·), p1(·), q1(·) ∈ Ap([a, b]); p0(·), q0(·) ∈ Lp(a, b). (B)
Â ñëó÷àå (B) ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â (7.3) âûïîëíßåòñß ïî÷òè âñþäó
íà [a, b].
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Ïóñòü p1(x) 6= 0, íàéäåì ôóíêöèþ µ(·) êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (7.3) è, èíòåãðè-
ðóß ïî ÷àñòßì, ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå òàê, ÷òîáû â ïðàâîé ÷àñòè ïîä
çíàêîì èíòåãðàëà íå îñòàâàëîñü ïðîèçâîäíîé ν ′(·). Ïîëó÷èì
µ(x) =
q1(x)
p1(x)
ν(x) +
1
P1(x)
(
s0
r0
− q1(a)
p1(a)
)
ν(a)+
+
1
P1(x)
x∫
a
ν(τ)P1(τ)
[
q0(τ)
p1(τ)
− p0(τ)
p1(τ)
q1(τ)
p1(τ)
−
(
q1(τ)
p1(τ)
)′ ]
dτ, (7.4)
ãäå
P1(x) = exp
x∫
a
p0(t)
p1(t)
dt.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (7.3) ïðè q1(x) 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî
ν(x) =
p1(x)
q1(x)
µ(x) +
1
Q1(x)
(
r0
s0
− p1(a)
q1(a)
)
µ(a)+
+
1
Q1(x)
x∫
a
µ(τ)Q1(τ)
[
p0(τ)
q1(τ)
− q0(τ)
q1(τ)
p1(τ)
q1(τ)
−
(
p1(τ)
q1(τ)
)′ ]
dτ, (7.5)
ãäå
Q1(x) = exp
x∫
a
q0(t)
q1(t)
dt.
Ïðè óñëîâèè s0p1(a) = r0q1(a) âòîðûå ñëàãàåìûå â ïðàâûõ ÷àñòßõ ôîðìóë (7.4) è
(7.5) ïðîïàäóò.
Âûøå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ôóíêöèè µ(·) è ν(·) äèôôåðåíöèðóåìû. Íî èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèß (7.4) è (7.5) îáðàùàþò äðóã äðóãà è áåç ýòîãî òðåáîâàíèß, â ÷åì ëåãêî
óáåäèòüñß íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé ïðàâîé ÷àñòè îäíîé èç ôîðìóë â äðóãóþ.
Ýòèì óñòàíîâëåíà
Ëåììà 7.1. Åñëè âûïîëíåíî îäíî èç óñëîâèé (A) èëè (B), òî èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèß (7.4) è (7.5) âçàèìíî îáðàùàþò äðóã äðóãà.
Ñëåäñòâèå 7.1. Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß
a(x)ν(x) + b(x)
x∫
a
c(t)ν(t) dt = µ(x), a ≤ x ≤ b, (7.6)
èìååò âèä
ν(x) =
µ(x)
a(x)
− exp
[
−
x∫
a
c(t)b(t)
a(t)
dt
]
b(x)
a(x)
x∫
a
µ(τ) exp
[ τ∫
a
c(t)b(t)
a(t)
dt
]
c(τ)
a(τ)
dτ. (7.7)
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Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì óðàâíåíèå (7.4) â âèäå (7.6), îáîçíà÷èâ
a(x) =
q1(x)
p1(x)
, b(x) =
1
P1(x)
, c(x) =
a(x)
b(x)
[
q0(x)
q1(x)
+
b′(x)
b(x)
− a
′(x)
a(x)
]
.
Òîãäà èç (7.5) ñëåäóåò ôîðìóëà (7.7) •
Òåîðåìà 7.1. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
A(x)a(x)ν(x) + A(x)b(x)
x∫
a
c(t)ν(t) dt+
+B(x)
b∫
a
ν(t)
 a(t)
t− x + c(t)
b∫
t
b(τ) dτ
τ − x
 dt = f(x), a < x < b (7.8)
ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
A(x)µ(x) +B(x)
b∫
a
µ(τ) dτ
τ − x = f(x), a < x < b. (7.9)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü ëåâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (7.6) â èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå (7.9) âìåñòî ôóíêöèè µ(·) •
ßäðî óðàâíåíèß (7.8) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñóììó ßäðà Êîøè è ëîãàðèôìè÷åñêî-
ãî ßäðà, çàïèñàííîãî â âèäå èíòåãðàëà òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì. Ïðè-
âåäåííûé â ìîíîãðàôèè Ô.Ä.Ãàõîâà [19], ñ.593 ïðèìåð ðàçðåøèìîãî â çàìêíóòîé
ôîðìå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ßâëßåòñß ÷àñòíûì ñëó÷àåì ýòîãî óðàâíåíèß ïðè
a(x) ≡ p = const, b(x) ≡ 1, c(x) ≡ −1.
Ïðè q1(x) ≡ 0, q0(x) ≡ 1, s0 = 0, r0 = 1 ïîëó÷èì, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, äâà
îáðàùàþùèõ äðóã äðóãà óðàâíåíèß
µ(x) =
1
P1(x)
x∫
a
ν(τ)
P1(τ)
p1(τ)
dτ, ν(x) = p1(x)µ
′(x) + p0(x)µ(x),
îäíî èç êîòîðûõ èíòåãðàëüíîå, à äðóãîå  äèôôåðåíöèàëüíîå.
7.2. Ðàâåíñòâà 2-ãî ïîðßäêà, óñëîâèß Êîøè
Çàäàäèì íà îòðåçêå [a, b] ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôóíêöèßìè µ(·) è ν(·) â ôîðìå
çàäà÷è Êîøè äëß äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß 2-ãî ïîðßäêà
p2(x)µ
′′ + p1(x)µ′ + p0(x)µ = q2(x)ν ′′ + q1(x)ν ′ + q0(x)ν, (7.10)
r0µ(a) = s0ν(a), r1µ
′(a) = s1ν ′(a), (r0 6= 0, s0 6= 0, r1 6= 0, s1 6= 0).
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Ëåììà 7.2. Ïóñòü p2(x) 6= 0, q2(x) 6= 0; µ0(·)  íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèß p2µ′′ + p1µ′ + p0µ = 0, ν0(x)  íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèß q2ν ′′ + q1ν ′ + q0ν = 0,
µ1(x) = µ0(x)
x∫
a
P (t)
µ20(t)
dt, P (x) = exp
− x∫
a
p1(τ)
p2(τ)
dτ
 ,
ν1(x) = ν0(x)
x∫
a
Q(t)
ν20(t)
dt, Q(x) = exp
− x∫
a
q1(τ)
q2(τ)
dτ
 .
Åñëè
s0
r0
=
s1
r1
=
q2(a)
p2(a)
, (7.11)
p2(a)[q
′
2(a)− q1(a)] = q2(a)[p′2(a)− p1(a)], (7.12)
òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß
µ(x) = −µ0(x)
x∫
a
ν(t)M1(t) dt+ µ1(x)
x∫
a
ν(t)M0(t) dt+
q2(x)
p2(x)
ν(x), (7.13)
Mi(t) =
(
µi(t)
v(t)
q2(t)
p2(t)
)′′
−
(
µi(t)
v(t)
q1(t)
p2(t)
)′
+
µi(t)
v(t)
q0(t)
p2(t)
, i = 0, 1,
v(x) = µ0(x)µ
′
1(x)− µ′0(x)µ1(x),
è
ν(x) = −ν0(x)
x∫
a
µ(t)N1(t) dt+ ν1(x)
x∫
a
µ(t)N0(t) dt+
p2(x)
q2(x)
µ(x), (7.14)
Ni(t) =
(
νi(t)
w(t)
p2(t)
q2(t)
)′′
−
(
νi(t)
w(t)
p1(t)
q2(t)
)′
+
νi(t)
w(t)
p0(t)
q2(t)
, i = 0, 1,
w(x) = ν0(x)ν
′
1(x)− ν ′0(x)ν1(x),
âçàèìíî îáðàùàþò äðóã äðóãà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèè µ0(·) è µ1(·) îáðàçóþò ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðå-
øåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß, ïîýòîìó îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî v(x) 6= 0. Ñ÷èòàß
ôóíêöèþ ν(x) çàäàííîé, ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (7.10) ìåòîäîì âàðèàöèè
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîßííûõ. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèß ïî ÷àñòßì, ÷òîáû
èçáàâèòüñß îò âõîäßùèõ â ðåøåíèå ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè ν(x). Ïîëó÷èì
µ(x) = −µ0(x)
x∫
a
ν(t)M1(t) dt+ µ1(x)
x∫
a
ν(t)M0(t) dt+
q2(x)
p2(x)
ν(x)+
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+µ0(a)µ1(x)
(
s1
r1
− q2(a)
p2(a)
)
ν ′(a) +
[(
s0
r0
− q2(a)
p2(a)
)(
µ0(x)
µ0(a)
− µ′0(a)µ1(x)
)
+
+µ0(a)µ1(x)
p2(a)[q
′
2(a)− q1(a)]− q2(a)[p′2(a)− p1(a)]
p22(a)
]
ν(a).
Åñëè óñëîâèß (7.11) è (7.12) âûïîëíåíû, òî äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè
ïðîïàäóò.
Òî÷íî òàê æå èç (7.10) ïîëó÷èì, ÷òî åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß (7.11) è (7.12), òî
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (7.14) •
Òåîðåìà 7.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
A(x)a(x)ν(x) + A(x)b1(x)
x∫
a
c1(t)ν(t) dt+ A(x)b2(x)
x∫
a
c2(t)ν(t) dt+ (7.15)
+B(x)
b∫
a
ν(t)
 a(t)
t− x + c1(t)
b∫
t
b1(τ) dτ
τ − x + c2(t)
b∫
t
b2(τ) dτ
τ − x
 dt = f(x)
ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè (7.7).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
a(x)ν(x) + b1(x)
x∫
a
c1(t)ν(t) dt+ b2(x)
x∫
a
c2(t)ν(t) dt = µ(x), a ≤ x ≤ b (7.16)
â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî a(x) 6= 0, w(x) = −b1(x)b′2(x) + b′1(x)b2(x) 6= 0,
a′(a) + b1(a)c1(a) + b2(a)c2(a) = 0. (7.17)
Ïóñòü p2(x) ≡ 1, q2(x) = a(x), p0(·) è p1(·) - êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèß µ′′ + p1µ′ +
p0µ = 0, èìåþùåãî ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé b1(·), b2(·), òî åñòü ðåøåíèå
ñèñòåìû óðàâíåíèé
p0b1 + p1b
′
1 = −b′′1, p0b2 + p1b′2 = −b′′2, (7.18)
ôóíêöèè q0(·) è q1(·) òàêîâû, ÷òî
b2
w
q0 −
(b2
w
q1
)′
= c1 −
(b2
w
a
)′′
,
b1
w
q0 −
(b1
w
q1
)′
= −c2 −
(b1
w
a
)′′
. (7.19)
Åñëè ν(·) - ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß, òî ïðè x = a ïîëó÷èì èç òîæäåñòâà
(7.16) è a(a)ν(a) = µ(a), a(a)ν ′(a) = µ′(a) èç ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîãî òîæäåñòâà ñ
ó÷åòîì (7.17). Òîãäà ν(·) è µ(·) óäîâëåòâîðßþò ñîîòíîøåíèßì (7.10) ïðè r0 = r1 =
a(a), s0 = s1 = 1.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâåíñòâà (7.11) è (7.12) (ýòî ñëåäóåò èç (7.17)) âûïîëíåíû.
Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (7.16) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ôîðìóëû
(7.14).
Ïîäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü (7.16) â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7.7) âìåñòî ôóíêöèè
µ(·) è ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7.15) •
7.3. Ðàâåíñòâà 2-ãî ïîðßäêà, êðàåâûå óñëîâèß
Ïóñòü ôóíêöèè µ(·) è ν(·) ñâßçàíû ñîîòíîøåíèßìè
p2(x)µ
′′ + p1(x)µ′ + p0(x)µ = q2(x)ν ′′ + q1(x)ν ′ + q0(x)ν, (7.20)
r11µ
′(a) + r12µ(a) = s11ν ′(a) + s12ν(a) = 0,
r21µ
′(b) + r22µ(b) = s21ν ′(b) + s22ν(b) = 0
(r211 + r
2
12 6= 0, s211 + s212 6= 0, r221 + r222 6= 0, s221 + s222 6= 0).
Ïóñòü p2(·) ≡ 1, q2(·) ≡ 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîðîäíàß êðàåâàß çàäà÷à
µ′′ + p1(x)µ′ + p0(x)µ = 0,
r11µ
′(a) + r12µ(a) = 0, r21µ′(b) + r22µ(b) = 0
íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé. Ïóñòü µ1(·)  ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß,
óäîâëåòâîðßþùåå 1-ìó êðàåâîìó óñëîâèþ, µ2(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß, óäîâëåòâîðß-
þùåå 2-ìó êðàåâîìó óñëîâèþ. Òîãäà (ñì., íàïðèìåð, [39], ãë.3, 77) èç (7.20) ñëåäóåò,
÷òî
µ(x) = µ1(x)
b∫
x
µ2(t)
v(t)
f(t) dt+ µ2(x)
x∫
a
µ1(t)
v(t)
f(t) dt, (7.21)
ãäå
v(x) = µ1(x)µ
′
2(x)− µ′1(x)µ2(x) 6= 0,
f(x) = q2(x)ν
′′ + q1(x)ν ′ + q0(x)ν.
Ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû âûïîëíßëèñü óñëîâèß
r11s12 = r12s11, r21s22 = r22s21, (7.22)(
q2
w
)′
=
q1
w
ïðè x = a è ïðè x = b. (7.23)
Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (7.21) è ïîëó÷èì
µ(x) = µ1(x)
b∫
x
ν(t)M2(t) dt+ µ2(x)
x∫
a
ν(t)M1(t) dt+ q2(x)ν(x), (7.24)
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Mi(t) =
(
µi(t)
v(t)
q2(t)
)′′
−
(
µi(t)
v(t)
q1(t)
)′
+
µi(t)
v(t)
q0(t), i = 1, 2.
Ïóñòü ν1(·), ν2(·)  ðåøåíèß îäíîðîäíîãî óðàâíåíèß ν ′′ + q1(x)ν ′ + q0(x)ν = 0,
óäîâëåòâîðßþùèå ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèßì s11ν ′1(a) + s12ν1(a) = 0,
s21ν
′
2(b) + s22ν2(b) = 0, è w(x) = ν1(x)ν ′2(x) − ν ′1(x)ν2(x) 6= 0. Åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèß (7.22) è (
p2
w
)′
=
p1
w
ïðè x = a è ïðè x = b, (7.25)
òî ïîëó÷èì èç (7.20)
ν(x) = ν1(x)
b∫
x
µ(t)N2(t) dt+ ν2(x)
x∫
a
µ(t)N1(t) dt+ p2(x)µ(x), (7.26)
Ni(t) =
(
νi(t)
ω(t)
p2(t)
)′′
−
(
νi(t)
ω(t)
p1(t)
)′
+
νi(t)
ω(t)
p0(t), i = 1, 2.
Ëåììà 7.3. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèßõ èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (7.21) è
(7.26) âçàèìíî îáðàùàþò äðóã äðóãà.
Òåîðåìà 7.3. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
A(x)a(x)ν(x) + A(x)b1(x)
x∫
a
c1(t)ν(t) dt+ A(x)b2(x)
b∫
x
c2(t)ν(t) dt+
+B(x)
b∫
a
ν(t)
 a(t)
t− x + c1(t)
b∫
t
b1(τ)dτ
τ − x + c2(t)
t∫
a
b2(τ)dτ
τ − x
 dt = f(x) (7.27)
ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè (7.7).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäàß êàê è âûøå, ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
a(x)ν(x) + b1(x)
x∫
a
c1(t)ν(t) dt+ b2(x)
b∫
x
c2(t)ν(t) dt = µ(x), a ≤ x ≤ b. (7.28)
Ïóñòü
v(x) = b1(x)b
′
2(x)− b′1(x)b2(x) 6= 0
(µ1(x) = b1(x), µ2(x) = b2(x)). Ïóñòü p2(·) ≡ 1, à p0(·) è p1(·)  ðåøåíèå ñèñòåìû
óðàâíåíèé (7.18). Äàëåå, ïóñòü q2(x) = a(x), à q0(x) è q1(x)  ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé (7.19). Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå ν(·) óðàâíåíèß (7.28) ßâëßåòñß ðåøåíèåì êðàåâîé
çàäà÷è (7.20). Ýòî ðåøåíèå äàåò ôîðìóëà (7.26) •
Êàê è â ðàçäåëå 7.1, äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèè µ(·) è ν(·) òîëüêî íåïðå-
ðûâíû. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë îáðàùåíèß ïðîâåðßåòñß íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòà-
íîâêîé. Êîýôôèöèåíòû pk(·), qk(·) äîëæíû èìåòü íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî ïî-
ðßäêà k âêëþ÷èòåëüíî. Òðåáîâàíèß, íàëîæåííûå íà êîýôôèöèåíòû èíòåãðàëüíûõ
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óðàâíåíèé (7.16) è (7.28), äîëæíû îáåñïå÷èâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà ôóíêöèé
pk(·), qk(·).
Óðàâíåíèå (7.27) ïðè b1(·) ≡ 1, b2(·) ≡ 1 è ñîþçíîå ñ íèì èññëåäîâàë À.À.Êèëáàñ
[40].
Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (7.16) è (7.28) ïðèâîäßòñß äðóã ê äðóãó,
åñëè ââåñòè íîâóþ íåèçâåñòíóþ ïîñòîßííóþ
C =
b∫
a
c1(t)ν(t) dt èëè C =
b∫
a
c2(t)ν(t) dt.
Èòàê, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (7.6), (7.15) è (7.27) ïî ïîñòðîåíèþ ýêâèâàëåíòíû
õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñèíãóëßðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ßäðîì Êîøè (7.7)
è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ðåøåíèß ýòîãî óðàâíåíèß ïî
ôîðìóëàì (7.9), (7.14) è (7.26). Ðåøåíèå µ(·) óðàâíåíèß (7.7) äîëæíî áûòü ïîñòðîåíî
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû áûëè ðàçðåøèìû èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (7.8), (7.16) è (7.28)
è èõ ðåøåíèå ν(·) ïðèíàäëåæàëî çàäàííîìó êëàññó ôóíêöèé.
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Ãëàâà 8.
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß Âîëüòåððà
ñ âûðîæäåííûì ßäðîì
Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñß èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß Âîëüòåððà 1-ãî è 2-ãî ðî-
äà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì. Â ãëàâå 7 ÷àñòíûå ñëó÷àè òàêèõ óðàâíåíèé (â ßäðå òîëüêî
îäíî èëè äâà ñëàãàåìûõ) è ôîðìóëû, äàþùèå èõ ðåøåíèß, áûëè ïîëó÷åíû ïðè èñ-
ñëåäîâàíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ äëß äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ýòîò ìåòîä
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü è íà îáùèé ñëó÷àé, íî ïðè ýòîì áóäóò ñëèøêîì ãðîìîçäêèìè
ôîðìóëû, ñâßçûâàþùèå êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Çíà÷èòåëüíî ïðîùå íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ãëàâû 7 ïðåäóãàäàòü, êàêîé
âèä äîëæíî èìåòü ðåøåíèå óðàâíåíèß Âîëüòåððà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì, à çàòåì
îáîñíîâàòü ýòî ïðåäïîëîæåíèå.
8.1. Óðàâíåíèå Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì
a(x)ν(x) +
n∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)ν(t) dt = µ(x), a < x < b. (8.1)
Ïóñòü âåùåñòâåííûå èëè êîìïëåêñíûå ôóíêöèè a(·), bj(·), cj(·), j = 1..n è µ(·) íåïðå-
ðûâíû íà [a, b] èëè ñóììèðóåìû ñ êâàäðàòîì íà (a, b). Èçâåñòíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
íåïðåðûâíîå èëè ñóììèðóåìîå ñ êâàäðàòîì ðåøåíèå ν(·) óðàâíåíèß (3.29) ñóùåñòâóåò
è åäèíñòâåííî.
Òåîðåìà 8.1. Åñëè a(x) 6= 0 âñþäó íà [a, b], òî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß
(8.1) èìååò âèä
ν(x) = A(x)µ(x) +
n∑
j=1
Bj(x)
x∫
a
Cj(t)µ(t) dt, (8.2)
ãäå A(·), Bj(·), Cj(·), j = 1..n - íåêîòîðûå ôóíêöèè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (8.1) â âèäå
a(x)ν(x) +
x∫
a
(b(x), c(t))ν(t) dt = µ(x), a < x < b, (8.3)
ãäå b(·) = (b1(·), ..., bn(·)), c(·) = (c1(·), ..., cn(·))  ââåäåííûå äëß êðàòêîñòè ôîðìóë
âåêòîð-ôóíêöèè, ( · , · )  çíàê îïåðàöèè ñêàëßðíîãî ïðîèçâåäåíèß. Áóäåì èñêàòü
ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.3) â âèäå (8.2), èëè, ÷òî îäíî è òî æå, â âèäå
ν(x) = A(x)µ(x) +
x∫
a
(B(x), C(t))µ(t) dt, (8.4)
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ãäå B(·) = (B1(·), ..., Bn(·)), C(·) = (C1(·), ..., Cn(·))  íåêîòîðûå âåêòîð-ôóíêöèè.
Ïîäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü (8.4) â óðàâíåíèå (8.3). Ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî áóäåò âûïîë-
íåíî, åñëè
a(x)A(x) ≡ 1, (8.5)
a(x)(B(x), C(t)) + A(t)(b(x), c(t)) +
x∫
t
(B(τ), C(t))(b(x), c(τ)) dτ = 0. (8.6)
Íå óìåíüøàß îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a(·) ≡ 1, A(·) ≡ 1. Åñëè ýòî íå
òàê, ïîäåëèì óðàâíåíèå (8.3) íà êîýôôèöèåíò a(x) è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíê-
öèè b(·)/a(·), µ(·)/a(·) âìåñòî b(·), µ(·). Âåêòîð-ôóíêöèè B(·), C(·), êîòîðûå äîëæíû
óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ (8.6), áóäåì èñêàòü â âèäå B(x) = B (x)b(x), C(t) = C (t)c(t),
ãäå B (·),C (·)  íåâûðîæäåííûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû-ôóíêöèè. Òîãäà èç
(B (x)b(x),C (t)c(t)) + (b(x), c(t)) +
x∫
t
(B (τ)b(τ),C (t)c(t))(b(x), c(τ)) dτ = 0 (8.7)
ïðè t = x ïîëó÷èì
(B (x)b(x),C (x)c(x)) + (b(x), c(x)) = 0
èëè
(b(x), (B ∗(x)C (x) + E)c(x)) = 0,
ãäå B ∗(·)  ñîïðßæåííàß ñ B (·) ìàòðèöà-ôóíêöèß. Ïîñëåäíåå óñëîâèå áóäåò âûïîëíå-
íî, åñëè
C (x) = −[B ∗(x)]−1. (8.8)
Èñêëþ÷èì èç (8.7) ìàòðèöó C (·) è ïîëó÷èì
(
B (x)b(x)− B (t)b(t) +
x∫
t
(b(x), c(τ))B (τ)b(τ) dτ,C (t)c(t)
)
= 0.
Ïåðâûé ìíîæèòåëü â ñêàëßðíîì ïðîèçâåäåíèè îáðàòèòñß â íóëü, åñëè ñòðîêè B j(·),
j = 1..n, ìàòðèöû B (·) óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèþ
B j(x)− B j(t) +
x∫
t
c(τ)(BB j(τ), b(τ)) dτ = 0
è ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [a, b]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
B j(x) +
x∫
a
c(τ)(B j(τ), b(τ)) dτ = kj, j = 1..n, (8.9)
ãäå kj, j = 1..n,  ïðîèçâîëüíûå ïîñòîßííûå âåêòîðû. Ïîñòðîèì ìàòðèöó D (x) =
{bj(x)ck(x)}, ïîëó÷èì èç (8.9) ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
B (x) +
x∫
a
B (τ)D (τ)dτ = K, (8.10)
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ãäå K  íåêîòîðàß ïîñòîßííàß ìàòðèöà. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèßõ ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.10).
Åñëè ìàòðèöà-ôóíêöèß B (·) óäîâëåòâîðßåò óðàâíåíèþ (8.10) è ìàòðèöà-ôóíêöèß
C (·) îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå (8.8), òî ïðè A(·) ≡ 1, B(x) = B (x)b(x), C(x) =
C (x)c(x) ôóíêöèß ν(·) âèäà (8.4) ïî ïîñòðîåíèþ ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (8.3)
ïðè a(x) ≡ 1. Ýòî ðåøåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà K â óðàâíåíèè (8.10), à äðóãèõ
ðåøåíèé óðàâíåíèå (8.4) èìåòü íå ìîæåò •
Çàìå÷àíèå 1. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 8.1 ñîõðàíßåòñß ïðè ëþáûõ äðóãèõ ïðåäïî-
ëîæåíèßõ î ßäðå è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß, åñëè òîëüêî ñóùåñòâóåò åãî åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå. Êàê îòìå÷àåòñß â [135], íàèáîëåå ñëàáîå óñëîâèå íà ßäðî, ïðè êîòîðîì
ëèíåéíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â êëàññå íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé, íåèçâåñòíî.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (8.10), òî ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå
B ′(x) + B (x)D (x) = 0. (8.11)
Ëþáîå íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß, íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëüíàß ìàò-
ðèöà, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèß óðàâíåíèß (8.3).
8.2. Óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì
n∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)ν(t) dt = µ(x), a < x < b, (8.12)
èìååò áîëåå ñëîæíûå ñâîéñòâà.
Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû è ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (8.12) äèôôåðåí-
öèðóåìû, µ(a) = 0 è õîòß áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ cj(·), j = 1..n, è ôóíêöèß
(b(x), c(x)) =
n∑
j=1
bj(x)cj(x) (8.13)
îòëè÷íû îò íóëß âñþäó íà [a, b]. Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.12) èìå-
åò âèä
ν(x) = A0(x)µ
′(x) + A1(x)µ(x) +
n−1∑
j=1
Bj(x)
x∫
a
Cj(t)µ(t) dt, (8.14)
ãäå A0(·), A1(·), Bj(·), Cj(·), j = 1..n− 1,  íåêîòîðûå ôóíêöèè.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà
n∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)ν(t) dt = µ(x) (8.15)
ê óðàâíåíèþ 2-ãî ðîäà. Ïóñòü äëß îïðåäåëåííîñòè cn(x) 6= 0 âñþäó íà [a, b]. Ââåäåì
ôóíêöèþ
N(x) =
x∫
a
cn(t)ν(t) dt. (8.16)
Òîãäà
ν(x) = N ′(x)/cn(x) (8.17)
è
bn(x)N(x) +
n−1∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)
cn(t)
N ′(t) dt = µ(x). (8.18)
Ïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòßì è ïîëó÷èì äëß ôóíêöèè N(·) óðàâíåíèå Âîëüòåððà ñ
âûðîæäåííûì ßäðîì
N(x)(b(x), c(x))−
n−1∑
j=1
bj(x)
x∫
a
[
cj(t)
cn(t)
]′
N(t) dt = µ(x). (8.19)
Òàê êàê (b(x), c(x)) 6= 0 âñþäó íà [a, b], òî ñòðóêòóðà ðåøåíèß ýòîãî óðàâíåíèß îïðå-
äåëåíà ôîðìóëîé (8.2),
N(x) = A˜(x)µ(x) +
n−1∑
j=1
B˜j(x)
x∫
a
C˜j(t)µ(t) dt, (8.20)
ãäå A˜(x) = cn(x)/(b(x), c(x)), à ôóíêöèè B˜j(·), C˜j(·), j = 1..n−1, íàõîäßòñß ïî ôóíê-
öèßì b˜j(x) = bj(x), c˜j(x) = −(cj(x)/cn(x))′, j = 1..n − 1, òî÷íî òàê æå, êàê âûøå ïî
ôóíêöèßì bj(·), cj(·), j = 1..n, ñòðîèëèñü ôóíêöèè Bj(·), Cj(·), j = 1..n. Ïðè ýòîì
N(a) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà µ(a) = 0. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèß î äèôôå-
ðåíöèðóåìîñòè êîýôôèöèåíòîâ è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (8.12) íàéäåííàß ôóíêöèß
N(·) áóäåò äèôôåðåíöèðóåìîé. Ïîäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ N ′(·) â (8.17), ïîëó÷èì ðå-
øåíèå óðàâíåíèß (8.1) ïðè a(x) ≡ 0 âèäà (8.2). Ïðè ýòîì, ëåãêî âèäåòü,
A0(x) =
1
(b(x), c(x))
, A1(x) = − (b
′(x), c(x))
(b(x), c(x))2
• (8.21)
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè (b(x), c(x)) ≡ 0 íà [a, b], òî óðàâíåíèå (8.19) ñíîâà áóäåò óðàâíå-
íèåì Âîëüòåððà 1-ãî ðîäà. Ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèßõ î åãî êîýôôèöè-
åíòàõ ìîæíî ñíîâà ïðèìåíßòü òåîðåìó 8.2 äëß îïðåäåëåíèß ñòðóêòóðû åãî ðåøåíèß.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè êàæäûé èç êîýôôèöèåíòîâ cj(·), j = 1..n, õîòß áû â îäíîé
òî÷êå îáðàùàåòñß â íóëü, òî ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.12) ïðè a(·) ≡ 0 íå áóäåò åäèí-
ñòâåííûì. Êðîìå òîãî, ýòî ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàß
÷àñòü µ(·) óðàâíåíèß óäîâëåòâîðßåò äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèßì ðàçðåøèìîñòè.
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Ïîßñíèì ñêàçàííîå íà ïðèìåðå. Èç óðàâíåíèß
x∫
a
c(t)ν(t) dt = µ(x), (8.22)
ñëåäóåò, ÷òî c(x)ν(x) = µ′(x) (åñëè µ(·)  äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß). Åñëè
c(x0) = 0, x0 ∈ [a, b], òî çíà÷åíèå ν(x0) îñòàåòñß ïðîèçâîëüíûì. Ïðè ýòîì µ′(x0) = 0.
8.3. Îáùèé ñëó÷àé
ÈÓ ñ âûðîæäåííûì ßäðîì áîëåå îáùåãî âèäà
a(x)ν(x) +
n0∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)ν(t) dt−
n∑
j=n0+1
bj(x)
b∫
x
cj(t)ν(t) dt = µ(x) (8.23)
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì, èìåþùèì ðàç-
ðûâ íà äèàãîíàëè. Ýòî óðàâíåíèå ïðèâîäèòñß ê óðàâíåíèþ âèäà (8.1), åñëè ââåñòè
äîïîëíèòåëüíî íåèçâåñòíûå ïîñòîßííûå
dj =
b∫
a
cj(t)ν(t) dt, j = n0 + 1..n. (8.24)
Òîãäà óðàâíåíèå (8.23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
a(x)ν(x) +
n∑
j=1
bj(x)
x∫
a
cj(t)ν(t) dt = µ1(x), (8.25)
ãäå
µ1(x) = µ(x) +
n∑
j=n0+1
dj bj(x). (8.26)
Òåïåðü òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ ν(·) è ïîñòîßííûå dj, j = n0 + 1..n, óäîâëåòâîðß-
þùèå óðàâíåíèßì (8.25) è (8.24).
Ïóñòü a(x) 6= 0 âñþäó íà [a, b]. Òîãäà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.25), êàê
ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.1,
ν(x) = A(x)µ(x) +
n∑
j=1
Bj(x)
x∫
a
Cj(t)µ(t) dt+
+
n∑
j=n0+1
dj
(
A(x)bj(x) +
n∑
k=1
Bk(x)
x∫
a
Ck(t)bj(t) dt
)
. (8.27)
Ïîòðåáóåì, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû óñëîâèß (8.24). Ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëß îïðåäåëåíèß ïîñòîßííûõ dj, j = n0 + 1..n,
dk =
n∑
j=n0+1
pkjdj + qk, k = n0 + 1..n, (8.28)
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ãäå
pkj =
b∫
a
ck(t)
[
A(t)bj(t) +
n∑
l=1
Bl(t)
t∫
a
Cl(τ)bj(τ) dτ
]
dt,
qk =
b∫
a
ck(t)
[
A(t)µ(t) +
n∑
l=1
Bl(t)
t∫
a
Cl(τ)µ(τ) dτ
]
dt. (8.29)
Çàìåòèì, ÷òî ñòîßùèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ âûðàæåíèß ïðåäñòàâëßþò ñîáîé ðåøå-
íèß óðàâíåíèß (8.25) ñ ïðàâûìè ÷àñòßìè bj(·) è µ(·) ñîîòâåòñòâåííî. Ýòèì äîêàçàíà
Òåîðåìà 8.3. Ïðè a(x) 6= 0 âñþäó íà [a, b] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèß (8.23) èìååò âèä (8.27), åñëè îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé (8.28) îòëè÷åí îò íóëß. Åñëè ðàíã r ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû ìåíüøå, ÷åì n − n0, òî ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.23) òîé æå ñòðóêòóðû
(8.27) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß óäîâëå-
òâîðßåò n− n0− r óñëîâèßì ðàçðåøèìîñòè, ïðè ýòîì ñòîëüêî æå ïîñòîßííûõ dj
â ðåøåíèè îñòàþòñß ïðîèçâîëüíûìè.
Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèß ïðè a(·) ≡ 0 íà [a, b] è ïîëó÷èì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 8.4. Ïðè a(·) ≡ 0 íà [a, b] ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (8.23)
èìååò âèä
ν(x) = A0(x)µ
′(x) + A1(x)µ(x) +
n−1∑
j=1
Bj(x)
x∫
a
Cj(t)µ(t) dt+
+
n∑
j=n0+1
dj
(
A0(x)b
′
j(x) + A1(x)bj(x) +
n−1∑
k=1
Bk(x)
x∫
a
Ck(t)bj(t) dt
)
, (8.30)
ïîñòîßííûå dj, j = n0 + 1..n, óäîâëåòâîðßþò ñèñòåìå ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé âèäà (8.28), ãäå
pkj =
b∫
a
ck(t)
[
A0(t)b
′
j(t) + A1(t)bj(t) +
n−1∑
l=1
Bl(t)
t∫
a
Cl(τ)bj(τ) dτ
]
dt,
qk =
b∫
a
ck(t)
[
A0(t)µ
′(t) + A1(t)µ(t) +
n−1∑
l=1
Bl(t)
t∫
a
Cl(τ)µ(τ) dτ
]
dt, j, k = n0 + 1..n.
Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëû (8.27) è (8.30), äàþùèå ðåøåíèå óðàâíåíèß (8.23) â ðàçëè÷-
íûõ ñëó÷àßõ, ëåãêî ïðåîáðàçîâàòü òàê, ÷òîáû â èõ ïðàâûõ ÷àñòßõ áûëè ñóììû êàê
èíòåãðàëîâ îò a äî x, òàê è èíòåãðàëîâ îò x äî b.
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Ãëàâà 9.
Óðàâíåíèß ñ ïîëßðíîé è ëîãàðèôìè÷åñêèìè
èëè ñòåïåííûìè îñîáåííîñòßìè â ßäðå
Ìåòîä ïîñòðîåíèß íîâûõ ÑÈÓ ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå, ýêâèâàëåíòíûõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, ëåãêî ðàñïðîñòðàíßåòñß íà ñëó÷àé, êî-
ãäà â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ðàññìàòðèâàåòñß ëèíåéíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå îáùåãî âèäà.
9.1. Îáùàß ñõåìà
Ðàññìîòðèì ïàðó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé: õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êî-
øè
A(x)µ(x) +B(x)
∫
ab
µ(t) dt
t− x = f(x), x ∈ (ab), (9.1)
è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
a(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)k(ξ, x) dξ = µ(x), (9.2)
ßäðî êîòîðîãî èìååò íå áîëåå ÷åì ñëàáûå îñîáåííîñòè, äîïóñêàß ïðè ýòîì ðàçðûâ íà
äèàãîíàëè. Ïîäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü (9.2) â (9.1) âìåñòî µ(·) è ïîëó÷èì
A(x)a(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)K(ξ, x) dξ = f(x), x ∈ (ab), (9.3)
K(ξ, x) = A(x)k(ξ, x) +
a(ξ)B(x)
ξ − x +B(x)
∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x .
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (9.3) ïî ïîñòðîåíèþ òàêîå, ÷òî åãî ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáðàùåíèß äâóõ äðóãèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé, à èìåííî (9.1) è (9.2). ßäðî óðàâíåíèß (9.3) èìååò îäíîâðåìåííî ñèëüíóþ è
ñëàáóþ îñîáåííîñòè, ñîäåðæàùèåñß â ðàçíûõ ñëàãàåìûõ.
Îòâåò íà âîïðîñ, ëþáîå ëè ÑÈÓ ñ ñèëüíîé è ñëàáîé îñîáåííîñòßìè â ßäðå ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå (9.3), äàåò
Òåîðåìà 9.1. Ñèíãóëßðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
c(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)K(ξ, x) dξ = f(x), x ∈ (ab), (9.4)
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèßì (9.1) è (9.2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
1) A(x)a(x) = c(x) è
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2) ôóíêöèß k(ξ, x) ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß
A(x)k(ξ, x) + B(x)
∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x = K(ξ, x)−
a(ξ)B(x)
ξ − x , x ∈ (aξ) ∪ (ξb). (9.5)
Çàìå÷àíèå 1. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (9.5) ïðåäñòàâëßåò ñîáîé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, çàäàííîå íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè, ñîñòîßùåé èç äâóõ
ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã aξ è ξb. Ïåðåìåííàß ξ ∈ (ab) ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàåòñß
êàê ïàðàìåòð. Ìîæíî óêàçûâàòü â êà÷åñòâå ëèíèè, ïî êîòîðîé âåäåòñß èíòåãðèðîâà-
íèå, ïî-ïðåæíåìó äóãó ab. Íî ïðè ýòîì íóæíî ïîìíèòü, ÷òî èíòåãðàë ïî ab îïðåäåëåí
êàê ñóììà èíòåãðàëîâ ïî aξ è ξb.
Çàìå÷àíèå 2. Åñëè çàäàíî ÑÈÓ âèäà (9.4), òî êîýôôèöèåíòû A(·), B(·) è a(·) âû-
áèðàþòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðåæäå âñåãî, èç ßäðà K(ξ, x) âûäåëßåòñß ñëàãàåìîå
ñ ïîëßðíîé îñîáåííîñòüþ âèäà a(ξ)B(x)/(ξ − x). Çàòåì èç óñëîâèß 1) òåîðåìû 9.1
îïðåäåëßåòñß A(·).
Ïóñòü ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (9.2) èìååò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà íà äèàãîíàëè
ïðßìîóãîëüíèêà (ab) × (ab) è k(ξ, x) = {k1(ξ, x), ξ ∈ (ax); k2(ξ, x), ξ ∈ (xb)}.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (9.2) â âèäå
a(x)ν(x) +
∫
ax
ν(ξ)k1(ξ, x) dξ +
∫
xb
ν(ξ)k2(ξ, x) dξ = µ(x). (9.6)
Ïîäñòàâèì ëåâóþ ÷àñòü ((9.6) â õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ (9.1) è ïîëó÷èì èíòåãðàëü-
íîå óðàâíåíèå
A(x)[a(x)ν(x) +
∫
ax
ν(ξ)k1(ξ, x) dξ +
∫
xb
ν(ξ)k2(ξ, x) dξ]+
+B(x)
∫
ab
ν(ξ)
[ a(ξ)
ξ − x +
∫
ξb
k1(ξ, τ) dτ
τ − x +
∫
aξ
k2(ξ, τ) dτ
τ − x
]
dξ = f(x). (9.7)
Òåîðåìà 9.2. Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (9.7) ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè (9.1), ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èõ ðåøåíèßìè óñòà-
íàâëèâàåò ðàâåíñòâî (9.6).
Áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
L(ξ, x) =
∫
ξb
k1(ξ, τ) dτ
τ − x +
∫
aξ
k2(ξ, τ) dτ
τ − x ,
ãäå ôóíêöèè k1(ξ, τ) è k2(ξ, τ) îïðåäåëåíû è óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà (õîòß
áû ïî ïåðåìåííîé τ) â òðåóãîëüíèêàõ (ab)× (ξb) è (ab)× (aξ) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì
k1(ξ, ξ) 6= k2(ξ, ξ).
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9.2. Óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòßìè â ßäðå
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå∫
ab
ν(ξ)K(ξ, x) dξ = f(x), x ∈ (aξ) ∪ (ξb), (9.8)
K(ξ, x) = a(ξ, x) ln(x− a) + b(ξ, x) ln(b− x) + c(ξ, x) + d(ξ, x) ln |ξ − x|.
Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (9.5) ïðèìåò âèä∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x = K(ξ, x), x ∈ (aξ) ∪ (ξb). (9.9)
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ßäðà èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (9.2) ñâîäèòñß ê îáðàùå-
íèþ ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà ñ ßäðîì Êîøè íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè, ñîñòîßùåé
èç äâóõ ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã, èìåþùèõ îáùèé óçåë ξ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòîò
óçåë îñîáåííûé. Åñëè êàíîíè÷åñêóþ ôóíêöèþ (2.31) ïîñòðîèòü â êëàññå ôóíêöèé,
îãðàíè÷åííûõ âî âñåõ óçëàõ,
Z(x) =
(x− ξ
x− a
) 1
2
( b− x
x− ξ
) 1
2 (x− a) ( x ∈ (ξb) ),
òî èíäåêñ κ = −1 è ðåøåíèå óðàâíåíèß (9.9) ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
âûïîëíßåòñß óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè∫
ab
K(ξ, τ) dτ
Z(τ)
= 0 ∀ξ ∈ (ab). (9.10)
Ðàññìîòðèì âèäîèçìåíåíèå çàäà÷è îáðàùåíèß ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà ([60], 87, 88)∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x = K(ξ, x) + e(ξ), ξ ∈ ab, x ∈ (aξ) ∪ (ξb),
ãäå e(ξ)  äîïîëíèòåëüíàß íåèçâåñòíàß ôóíêöèß. Íî íàïîìíèì, ÷òî ïåðåìåííàß ξ â
íàøåì ñëó÷àå ßâëßåòñß ïàðàìåòðîì. Ïîýòîìó äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷à-
ñòè (9.10) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòîßííóþ (ïîëèíîì íóëåâîé ñòåïåíè). Çàìå-
òèì, ÷òî õîòß ëèíèß (aξ)∪(ξb) ñîñòîèò èç äâóõ ãëàäêèõ äóã, äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü
òîëüêî îäíó äîïîëíèòåëüíóþ ïîñòîßííóþ, òàê êàê îáùèé óçåë ξ  îñîáåííûé.
Äëß îïðåäåëåíèß ôóíêöèè e(ξ) ïîëó÷èì èç óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè âèäà (9.10)
óðàâíåíèå ∫
ab
K(ξ, τ) dτ
Z(τ)
+ e(ξ)
∫
ab
dτ
Z(τ)
= 0, ξ ∈ (ab).
Ïðè ýòîì
k(ξ, x) = − 1
pi2
Z(x)
∫
ab
K(ξ, τ) + e(ξ)
Z(τ)
dτ
τ − x,
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a èñõîäíîå óðàâíåíèå (9.8) ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå∫
ab
ν(ξ)
[∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x − e(ξ)
]
dξ = f(x), x ∈ (ab),
èëè ∫
ab
(∫
ab
ν(ξ)k(ξ, t) dξ
) dt
t− x = f(x) +N, N =
∫
ab
ν(ξ)e(ξ) dξ.
Äëß íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè
µ(t) =
∫
ab
ν(ξ)k(ξ, t) dξ
îïßòü ïîëó÷èëè âèäîèçìåíåííóþ çàäà÷ó îáðàùåíèß ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà. Òîãäà∫
ab
ν(ξ)k(ξ, t) dξ = − 1
pi2
Z(t)
∫
ab
f(τ) +N
Z(τ)
dτ
τ − t ,
ãäå ïîñòîßííàß N îïðåäåëßåòñß èç óðàâíåíèß∫
ab
f(t) dt
Z(t)
+N
∫
ab
dt
Z(t)
= 0.
Â îáùåì ñëó÷àå èíäåêñ κ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ (9.1) çàâèñèò îò âûáîðà êî-
ýôôèöèåíòîâ A(·) è B(·). Åñëè êîýôôèöèåíòû òàêîâû, ÷òî κ < 0, òî èñïîëüçóåì
âìåñòî óðàâíåíèß (9.5) åãî âèäîèçìåíåíèå
A(x)k(ξ, x) +B(x)
∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x = K(ξ, x)−
a(ξ)B(x)
ξ − x +
−κ∑
k=1
ck(ξ)ωk(x), x ∈ (aξ) ∪ (ξb).
ãäå ck(·), k = 1..−κ,  äîïîëíèòåëüíûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, à ôóíêöèè ωk(·), k =
1.. − κ,  íåêîòîðûå çàäàííûå ôóíêöèè. Ïåðâûå èç íèõ äîëæíû îïðåäåëèòüñß èç
ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëßþùèõ ñîáîé óñëîâèß ðàç-
ðåøèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ, à âòîðûå äîëæíû áûòü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû
îïðåäåëèòåëü ýòîé ÑËÀÓ áûë îòëè÷åí îò íóëß. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ìîæíî âçßòü
ωk(x) = x
k−1, k = 1.. − κ. Òîãäà âìåñòî óðàâíåíèß (9.1) áóäåì èìåòü òàêæå âèäîèç-
ìåíåííîå (íàãðóæåííîå) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
A(x)µ(x) +B(x)
∫
ab
µ(t) dt
t− x = f(x) +
−κ∑
k=1
Nkωk(x), x ∈ (ab), (9.12)
ãäå íåîïðåäåëåííûå ïîñòîßííûå òàêæå îïðåäåëßþòñß èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ, íî îíè äîëæíû áûòü ñâßçàíû ñ èñêîìîé ôóíêöèåé ðàâåí-
ñòâàìè
Nk =
∫
ab
ν(ξ)ck(ξ) dξ, k = 1..− κ. (9.13)
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9.3. Óðàâíåíèß ñ êâàçèâûðîæäåííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
Ïóñòü ßäðà k1(ξ, x) è k2(ξ, x), ïîðîæäàþùèå îáîáùåííîå ëîãàðèôìè÷åñêîå ßäðî,
ßâëßþòñß âûðîæäåííûìè,
k1(ξ, x) =
n0∑
j=1
bj(x)cj(ξ), k2(ξ, x) =
n∑
j=n0+1
bj(x)cj(ξ). (9.14)
Íàçîâåì êâàçèâûðîæäåííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
L(ξ, x) =
n0∑
j=1
cj(ξ)
∫
ξb
bj(τ) dτ
τ − x +
n∑
j=n0+1
cj(ξ)
∫
aξ
bj(τ) dτ
τ − x .
Òåîðåìà 9.3. Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè ÑÈÓ
A(x)a(x)ν(x) + A(x)
n0∑
j=1
bj(x)
∫
ax
ν(ξ)cj(ξ) dξ+
+A(x)
n∑
j=n0+1
bj(x)
∫
xb
ν(ξ)cj(ξ) dξ +
∫
ab
ν(ξ)
[a(ξ)B(x)
ξ − x +B(x)
n0∑
j=1
cj(ξ)
∫
ξb
bj(τ) dτ
τ − x +
+B(x)
n∑
j=n0+1
cj(ξ)
∫
aξ
bj(τ) dτ
τ − x
]
dξ = f(x), x ∈ (ab), (9.15)
ñîñòîßò èç äâóõ ãðóïï:
1) èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ (1) è
2) èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà (8.23) ñ âûðîæ-
äåííûì ßäðîì.
Çàìå÷àíèß. 1. Åñëè âìåñòî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ÑÈÓ (9.1) èñïîëüçîâàòü åãî âèäî-
èçìåíåíèå (9.12) òî óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè ïåðâîé ãðóïïû çàìåíßþòñß íà ðàâåíñòâà
(9.13), â êîòîðûå äîëæíî áûòü ïîäñòàâëåíî ðåøåíèå ν(·) óðàâíåíèß Âîëüòåððà ñ âû-
ðîæäåííûì ßäðîì.
2. Óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß Âîëüòåððà (8.23) ñôîðìóëèðîâàíû äëß ðàç-
ëè÷íûõ ñëó÷àåâ â òåîðåìàõ ãëàâû 8.
Ïðè àïïðîêñèìàöèè ßäåð ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòßìè êâàçèâûðîæäåí-
íûìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè âîçìîæíû äâà ïîäõîäà. Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèâ ßäðà
k1(ξ, x) è k2(ξ, x), ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü èõ ñóììàìè âèäà (9.14). Â ñïðàâî÷íèêå
[9], ñ.175 îòìå÷àåòñß, ÷òî ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé "íåäîñòàòî÷íîå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå ìåòîäà âûðîæäåííûõ ßäåð . . . îáúßñíßåòñß, ïî-âèäèìîìó, îòñóòñòâèåì
ýôôåêòèâíûõ ñïîñîáîâ ïðèáëèæåíèß ßäåð âûðîæäåííûìè". Íàèáîëåå ýôôåêòèâåí
íà ïðàêòèêå êîìáèíèðîâàííûé âàðèàöèîííî-èòåðàöèîííûé ìåòîä, èçëîæåííûé â [9],
ðàçäåë 3.3.
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Âî-âòîðûõ, öåëåñîîáðàçíî àïïðîêñèìèðîâàòü âñå ßäðî K(ξ, x) èñõîäíîãî ÑÈÓ
(9.4) âûðàæåíèåì, ñîâïàäàþùèì ñ ßäðîì óðàâíåíèß (9.15). Ôóíêöèè bj(·), cj(·), j =
1..n, ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è∫
ab
{∫
aξ
[
K(ξ, x)− a(ξ)B(x)
ξ − x −B(x)
n0∑
j=1
cj(ξ)
∫
ξb
bj(τ) dτ
τ − x −
−B(x)
n∑
j=n0+1
cj(ξ)
∫
aξ
bj(τ) dτ
τ − x − A(x)
n0∑
j=1
bj(x)cj(ξ)
]2
dx+
+
∫
ξb
[
K(ξ, x)− a(ξ)B(x)
ξ − x −B(x)
n0∑
j=1
cj(ξ)
∫
ξb
bj(τ) dτ
τ − x −
−B(x)
n∑
j=n0+1
cj(ξ)
∫
aξ
bj(τ) dτ
τ − x − A(x)
n∑
j=n0+1
bj(x)cj(ξ)
]2
dx
}
dξ → min . (9.16)
9.4. Óðàâíåíèß ñ êâàçèâûðîæäåííûì ñòåïåííûì ßäðîì
Íàèáîëåå ïðîñòî ïîëó÷èòü ÑÈÓ ñ ßäðîì, ñîäåðæàùèì ñëàãàåìûå ñ ïîëßðíîé è
ñòåïåííîé îñîáåííîñòßìè, åñëè â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß
ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå.
Âåðíåìñß ê îáùåé ñõåìå ïîñòðîåíèß ÑÈÓ, ýêâèâàëåíòíûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ ñ ßäðîì Êîøè (ðàçäåë 9.1). Ïóñòü íà ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé äóãå
k(ξ, t) = {sin piϕ(t)Pa,ϕ,0(t, ξ), t ∈ aξ; 0, t ∈ ξb}.
Èç òîæäåñòâà (5.5) ñëåäóåò, ÷òî
A(x)k(ξ, x) +B(x)
∫
ab
k(ξ, t) dt
t− x = c(ξ, x)Pa,ϕ,0(x, ξ),
c(ξ, x) = {sin piϕ(x)A(x)− pi cos piϕ(x)B(x), x ∈ aξ; −piB(x), x ∈ ξb}.
Òîãäà ïîðîæäàþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå èìååò âèä
a(x)ν(x) + sin piϕ(x)
∫
xb
ν(ξ)Pa,ϕ,0(x, ξ) dξ = µ(x) (9.17)
èëè, â îïåðàòîðíîé ôîðìå,
a(·)ν(·) + (J a,ϕ,0xb ν)(·) = µ(·),
à óðàâíåíèå
A(x)a(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)
[a(ξ)B(x)
ξ − x + c(ξ, x)Pa,ϕ,0(x, ξ)
]
dξ = f(x), x ∈ (ab) (9.18)
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, áóäåò ýêâèâàëåíòíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ (9.1). Åñëè æå
k(ξ, t) = {0, t ∈ aξ; sin piϕ(t)Pb,ϕ,0(t, ξ), t ∈ ξb},
òî ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (5.7) âìåñòî óðàâíåíèé (9.17) è (9.18)
a(x)ν(x) + sin piϕ(x)
∫
ax
ν(ξ)Pb,ϕ,0(x, ξ) dξ = µ(x), (9.19)
A(x)a(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)
[a(ξ)B(x)
ξ − x + d(ξ, x)Pb,ϕ,0(x, ξ)
]
dξ = f(x), x ∈ (ab), (9.20)
ãäå
d(ξ, x) = {piB(x), x ∈ aξ; sin piϕ(x)A(x) + pi cos piϕ(x)B(x), x ∈ ξb}.
Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 9.4. Ñèíãóëßðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
A(x)a(x)ν(x) +
∫
ab
ν(ξ)
[a(ξ)B(x)
ξ − x +
n0∑
j=1
dj(ξ, x)Pb,ϕj ,0(x, ξ)+ (9.21)
+
n∑
j=n0+1
dj(ξ, x)Pa,ϕj ,0(x, ξ)
]
dξ = f(x), x ∈ (ab),
ãäå ïðè j = 0..n0
dj(ξ, x) =
{
[A(x) sin piϕj(x) +B(x)pi cos piϕj(x) ]cj(ξ), ξ ∈ (ax); B(x)picj(ξ), ξ ∈ (xb)
}
è ïðè j = n0 + 1..n
dj(ξ, x) =
{
−B(x)picj(ξ), ξ ∈ (ax); [A(x) sin piϕj(x)−B(x)pi cos piϕj(x) ]cj(ξ), ξ ∈ (xb)
}
.
è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè (9.1) ýêâèâàëåíòíû â òîì ñìûñëå, ÷òî
èõ ðåøåíèß ñâßçàíû ðàâåíñòâîì
a(x)ν(x) +
n0∑
j=1
sin piϕj(x)
∫
ax
ν(ξ)cj(ξ)Pb,ϕj ,0(x, ξ) dξ+ (9.22)
+
n∑
j=n0+1
sin piϕj(x)
∫
xb
ν(ξ)cj(ξ)Pa,ϕj ,0(x, ξ) dξ = µ(x).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âìåñòî (9.22) ðàâåíñòâî áîëåå îáùåãî âèäà
a(x)ν(x) +
n0∑
j=1
sin piϕj(x) bj(x)
∫
ax
ν(ξ)cj(ξ)Pb,ϕj ,0(x, ξ) dξ+
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+
n∑
j=n0+1
sin piϕj(x) bj(x)
∫
xb
ν(ξ)cj(ξ)Pa,ϕj ,0(x, ξ) dξ = µ(x)
è ïîäñòàâèì åãî ëåâóþ ÷àñòü â óðàâíåíèå (9.1) âìåñòî ôóíêöèè µ(·). Èçìåíèì ïîðßäîê
èíòåãðèðîâàíèß è ïîëó÷èì èíòåãðàë îò ôóíêöèè ν(·) ñ ßäðîì
n0∑
j=1
cj(ξ)
∫
ξb
sin piϕj(t) bj(t)Pb,ϕj ,0(t, ξ)
dt
t− x+
+
n∑
j=n0+1
cj(ξ)
∫
aξ
sin piϕj(t) bj(t)Pa,ϕj ,0(t, ξ)
dt
t− x. (9.23)
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà bj(·) ≡ 1, j = 1..n, èíòåãðàëû â (9.23) âû÷èñëßþòñß ïî
ôîðìóëàì (5.5) è (5.7).
Çàìå÷àíèå. ßäðî ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòßìè (9.23) è îòäåëüíûå åãî ñëàãàå-
ìûå ïðåäñòàâëßþò îñîáûé èíòåðåñ. Íàïîìíèì, ÷òî â ãëàâå 3 ëîãàðèôìè÷åñêèå ßäðà
áûëè îïðåäåëåíû êàê èíòåãðàëû òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè, à â ãëàâå
5 îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà áûëè ïîñòðîåíû êàê ïîêàçàòåëüíûå ôóíêöèè îò ëî-
ãàðèôìè÷åñêèõ ßäåð. Èç òîæäåñòâ (5.5) è (5.7) ñëåäóåò, ÷òî îáîáùåííûå ñòåïåííûå
ßäðà ìîãóò áûòü òàêæå çàïèñàíû êàê èíòåãðàëû òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì,
ïëîòíîñòü êîòîðûõ èìååò ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü. ßäðà âèäà (9.23) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê îáîáùåííûå ñòåïåííûå ßäðà âòîðîãî ïîêîëåíèß. Äåéñòâèòåëüíî, â (9.23)
èñïîëüçîâàíû èíòåãðàëû òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè, ïëîòíîñòè êîòîðûõ
èìåþò ñòåïåííûå îñîáåííîñòè â ôîðìå îáîáùåííûõ ñòåïåííûõ ßäåð. Ïðèñóòñòâèå
ôóíêöèé bj(·) ðàñøèðßåò êëàññû ôóíêöèé ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòßìè, êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (9.23).
Íàçîâåì ßäðî âèäà (9.23) èëè, êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ôóíêöèþ
P (ξ, x) =
n0∑
j=1
dj(ξ, x)Pb,ϕj ,0(x, ξ) +
n∑
j=n0+1
dj(ξ, x)Pa,ϕj ,0(x, ξ)
êâàçèâûðîæäåííûì ñòåïåííûì ßäðîì. Ïðè àïïðîêñèìàöèè êâàçèâûðîæäåííûì ñòå-
ïåííûì ßäðîì çàäàííîé ôóíêöèè K(ξ, x) ñî ñòåïåííûìè îñîáåííîñòßìè öåëåñîîáðàç-
íî (ïî àíàëîãèè ñ ðàçäåëîì 9.3) âûáèðàòü íå òîëüêî ôóíêöèè cj(·), íî è â îáùåì
ñëó÷àå ïëîòíîñòè èíòåãðàëîâ ϕj(·) èç óñëîâèß (äëß âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé)∫
ab
∫
ab
[
K(ξ, x)− P (ξ, x)
]2
dξ dx→ min .
Íà ïîäðîáíîñòßõ ìû íå îñòàíàâëèâàåìñß.
Â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèè ϕj(·) ïîñòîßííû, èíòåãðàë ñ êâàçèâûðîæäåííûì ñòåïåí-
íûì ßäðîì ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ñóììó èíòåãðàëîâ äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèß ðàçíûõ
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ïîðßäêîâ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå (9.18) ïðè ϕ(·) ≡ λ íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè
èìååò âèä
A(x)a(x)ν(x) +B(x)
b∫
a
a(ξ)ν(ξ) dξ
ξ − x − piB(x)(x− a)
λ−1
x∫
a
ν(ξ) dξ
(x− ξ)λ+
+(x− a)λ−1[sin piλA(x)− pi cos piλB(x)]
b∫
x
ν(ξ) dξ
(ξ − x)λ = f(x),
à ñîîòâåòñòâóþùåå åìó óðàâíåíèå (9.17) 
a(x)ν(x) + sin piλ (x− a)λ−1
b∫
x
ν(ξ) dξ
(ξ − x)λ = µ(x). (9.24)
Åñëè óðàâíåíèå (9.24) ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü, òî ïîëó÷èì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äðîáíîãî ïîðßäêà [130], 42.
9.5. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß è ëèòåðàòóðíûå óêàçàíèß
Â ðàáîòàõ Ô.Ä. Ãàõîâà [17] è Ê.Ä. Ñàêàëþêà [120] (ñì. òàêæå [19], 55) ìåòî-
äîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß áûëî íàéäåíî â çàìêíóòîé ôîðìå ðåøåíèå ÑÈÓ,
â ßäðå êîòîðîãî ñîäåðæàòñß îäíîâðåìåííî ñèëüíàß (ïîëßðíàß, òèïà ßäðà Êîøè) è
ëîãàðèôìè÷åñêàß îñîáåííîñòè. À.À. Êèëáàñ [40] èññëåäîâàë áîëåå îáùèå óðàâíåíèß è
ïîñòðîèë èõ ðåøåíèß, ïðè ýòîì áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ. Óêà-
æåì òàêæå ðàáîòû Ë.À. Ãàëèíà, À.À. Øìàòêîâîé [16], [151], [152] è Ñ.Ò. Ãðèáíßêà,
Ã.ß. Ïîïîâà [22], â êîòîðûõ â ñâßçè ñ ïðèëîæåíèßìè â òåîðèè óïðóãîñòè ðàññìîòðåíû
ÑÈÓ, ßäðà êîòîðûõ èìåþò ïîëßðíóþ è ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòè.
ßñíî, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü íîâûé ñèíãóëßðíûé îïåðàòîð â âèäå
êîìïîçèöèè íåêîòîðîãî îáðàòèìîãî (ñëåâà) îïåðàòîðà è õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñèíãó-
ëßðíîãî îïåðàòîðà. Ïðè ýòîì ßäðî íîâîãî îïåðàòîðà ìîæåò èìåòü äîñòàòî÷íî ñëîæ-
íóþ ñòðóêòóðó.
Îáðàòèìûé îïåðàòîð, èñïîëüçóåìûé â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùåãî íîâîå ÑÈÓ, â îá-
ùåì ñëó÷àå ìîæåò áûòü çàäàí è íåßâíî. Íàïðèìåð, îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ìíîæå-
ñòâà ôóíêöèé M â ìíîæåñòâî ôóíêöèé N , ìîæåò áûòü çàäàí ðàâåíñòâîì Nν = Mµ,
ãäå M è N  îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç M è N â íåêîòîðîå òðåòüå ìíîæåñòâî. Åñ-
ëè îïåðàòîðû M è N èìåþò ëåâûå îáðàòíûå, òî èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ν = N−1Mµ è
µ = M−1Nν. Ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà è îïðåäåëßþò ïàðó îáðàùàþùèõ äðóã äðóãà
îïåðàòîðîâ. Â ãëàâå 7 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà M è N  äèôôåðåíöèàëüíûå
îïåðàòîðû (ñ äîïîëíèòåëüíûìè ðàâåíñòâàìè).
Óðàâíåíèß Âîëüòåððà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì âñòðå÷àþòñß â ëèòåðàòóðå äîñòà-
òî÷íî ðåäêî (â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà). Â ñïðàâî÷íèêå [9] ðàññìîòðåíû
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ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå âìåñòå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèßìè
ýêâèâàëåíòíû èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì Âîëüòåððà 1-ãî èëè 2-ãî ðîäà. Â ðàáîòå
Þ. ×åðà [155] íàéäåíà ðåçîëüâåíòà äëß âåêòîðíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà 2-ãî ðîäà ñ
âûðîæäåííûì ìàòðè÷íûì ßäðîì. Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ âûðîæäåí-
íûìè ßäðàìè (ãëàâà 8) áûëî ïðîâåäåíî àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Ð.Ð. Òàãèðîâûì [85].
Êàê èçâåñòíî, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß 1-ãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå
íå ßâëßþòñß íîðìàëüíî ðàçðåøèìûìè â îáû÷íîì ñìûñëå. Íàïðèìåð, èíòåãðàëüíûé
îïåðàòîð
(Mϕ)(x) : =
b∫
a
c(t, x)
|t− x|1−αϕ(t) dt, ϕ(·) ∈ Lp(a, b),
íå ßâëßåòñß îïåðàòîðîì Íåòåðà, äåéñòâóþùèì èç íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà â òî æå
ïðîñòðàíñòâî (ñì. [130], 31). Ñ.Ã. Ñàìêî [124] ïðåäëîæèë èñïðàâèòü ñèòóàöèþ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: åñëè îïåðàòîð M , äåéñòâóþùèé èç X â X, íå ßâëßåòñß íåòåðîâûì,
òî íóæíî ïîñòðîèòü òàêîå ïðîñòðàíñòâî Y ⊂ X, ÷òîáû îïåðàòîð M áûë íåòåðîâûì
êàê îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X â Y . Â [124] áûëî âûáðàíî X = Lp(ρ), à â êà÷åñòâå
ïðîñòðàíñòâà Y ðàññìàòðèâàëîñü ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå èíòå-
ãðàëà äðîáíîãî ïîðßäêà. Òàêàß ïîñòàíîâêà íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îïåðàòîðà M
îñíîâàíà ïðåæäå âñåãî íà òî÷íîì îïèñàíèè îáðàçà M(X) ïðîñòðàíñòâà X.
Â [125], [126] ïîñòðîåíà òåîðèß Íåòåðà îáîáùåííîãî óðàâíåíèß Àáåëß íà ïðßìîé,
â ðàáîòàõ Ñ.Ã. Ñàìêî è Á.Ñ. Ðóáèíà èññëåäîâàí íà íåòåðîâîñòü îïåðàòîð òèïà Àáåëß
íà êîíå÷íîì îòðåçêå (ðåçóëüòàòû èçëîæåíû òàêæå â [130], 31, ï. 30, òàì æå äàíû
ïîäðîáíûå óêàçàíèß íà ëèòåðàòóðó). Â ðàáîòàõ [106], [108] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èññëåäî-
âàíèè äðîáíûõ èíòåãðàëîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííîãî óðàâíåíèß Àáåëß, óäîáíî
èñïîëüçîâàòü êëàññû ôóíêöèé, óäîâëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ âåñîì.
Îïåðàòîðû ñî ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì âèäà
b∫
a
c(t, x)
|t− x|1−α ln
m γ
|t− x|ϕ(t) dt, ϕ(·) ∈ Lp(a, b),
è èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû áîëåå îáùåãî âèäà èññëåäîâàëè Á.Ñ. Ðóáèí [110], [111] è
À.À. Êèëáàñ [41][44].
Â äàëüíåéøåì ïðè èçó÷åíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ðîäà ïðîâîäèëèñü èñ-
ñëåäîâàíèß ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé è ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëà-
áîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå, ïðè ýòîì áûëè èñïîëüçîâàíû íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû òåî-
ðèè îäíîìåðíûõ óðàâíåíèé. Ýòèì çàíèìàëèñü Ñ.Ã. Ñàìêî, Á.Ñ. Ðóáèí, À.À. Êèëáàñ,
È.Ë. Âàñèëüåâ, È.Í. Çàáåëëî, Â.À. Íîãèí, À.Â. Ñêîðèêîâ, Ñ.È. Âàñèëåö è äðóãèå
àâòîðû.
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Ãëàâà 10.
Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
Äàæå â òåõ íåìíîãèõ ñëó÷àßõ, êîãäà ÑÈÓ, â òîì ÷èñëå ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ
â ßäðå, ìîæåò áûòü ðåøåíî â çàìêíóòîé ôîðìå, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé åãî ðåøåíèß
îñòàåòñß ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé â ñâßçè ñ òðóäíîñòßìè, âîçíèêàþùèìè ïðè âû÷èñëå-
íèè ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ. Â ðàáîòå [24], íàïðèìåð, äàí îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà
âîïðîñ, "äîñòàòî÷åí ëè ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèß ñ.è. äëß
äîâåäåíèß äî ÷èñëà ðåøåíèé ñ.è.ó., ïðåäñòàâëåííûõ â çàìêíóòîé ôîðìå".
Â ìîíîãðàôèßõ Á.Ã. Ãàáäóëõàåâà [12], [13], Â.Â. Èâàíîâà [31], Ñ.Ì. Áåëîöåðêîâ-
ñêîãî, È.Ê. Ëèôàíîâà [6], È.Ê. Ëèôàíîâà [51], Ñ.Ã. Ìèõëèíà è Ç. Ïðåñäîðôà [157],
à òàêæå â îáçîðíûõ ðàáîòàõ [30] è [11] èçëîæåíû îñíîâíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèß ÑÈÓ, ïîñòðîåíî èõ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå è äàí îáçîð ìíîãî÷èñëåííûõ
ïóáëèêàöèé â ýòîì íàïðàâëåíèè.
Â ñëåäóþùèõ äâóõ ãëàâàõ ðàññìàòðèâàþòñß êâàäðàòóðíûå ìåòîäû ÷èñëåííîãî
ðåøåíèß íåêîòîðûõ êëàññîâ ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà ðàçîìêíóòûõ
äóãàõ. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [150]), ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ëèíèåé èíòåãðèðîâàíèß
ßâëßåòñß ðàçîìêíóòûé êîíòóð, íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïðßìûõ ìåòîäîâ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ßâëßåòñß íåâîçìîæíûì èëè ìàëîýôôåêòèâíûì.
Â ãëàâå 10 ðàññìàòðèâàþòñß àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
â ãåëüäåðîâûõ êëàññàõ ôóíêöèé, îñíîâàííûå íà ãëîáàëüíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòåé
â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòßõ óðàâíåíèß. Ïðè ýòîì çíà÷åíèß èñêîìîé ôóíêöèè íà êîí-
öàõ îòðåçêà èëè íàõîäßòñß èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë, èëè ê ñèñòåìå óðàâíåíèé,
ïðèáëèæàþùèõ òî÷íîå óðàâíåíèå, äîáàâëßþòñß àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà, ñîäåð-
æàùèå ýòè çíà÷åíèß. Â òåõ ñëó÷àßõ, êîãäà ðåøåíèå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè èìååò îñî-
áåííîñòè íà êîíöàõ ðàçîìêíóòîé äóãè, ïðåäëàãàåòñß âûäåëßòü èç èñêîìîé ôóíêöèè
ñëàãàåìûå ñ îñîáåííîñòßìè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî, ñòåïåííîãî èëè ëîãàðèô-
ìè÷åñêîãî òèïà. Òîãäà ÷àñòü èñêîìîé ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùàß îñîáåííîñòåé, áóäåò
ðåøåíèåì ÑÈÓ ñ òåìè æå êîýôôèöèåíòàìè, íî ñ äðóãîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Â êîíöå
ãëàâû ïðèâåäåíû ïðèìåðû è îïèñàíû íåêîòîðûå ýôôåêòû, îáíàðóæåííûå ïðè âû-
÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ.
10.1. Ðåøåíèå áåç îñîáåííîñòåé
Ðàññìîòðèì àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ïîëíîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè íà ãëàä-
êîé ðàçîìêíóòîé äóãå
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A(t)µ(t) + B(t)
∫
ab
µ(τ) dτ
τ − t +
∫
ab
µ(τ)k(τ, t) dτ = f(t), t ∈ (ab), (10.1)
îñíîâàííûå íà ñðàâíåíèè ïîâåäåíèß åãî ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé âáëèçè êîíöîâ äóãè.
Òåîðåìà 10.1. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ C(ab), k(·, ·) ∈ C(ab× ab). Åñëè µ(·) ∈ Hλ(ab) 
ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1), òî ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå ïðåäåëû
la = lim
t→a
[
f(t)/ ln
b− t
t− a
]
, lb = lim
t→b
[
f(t)/ ln
b− t
t− a
]
(10.2)
è
B(a)µ(a) = la, B(b)µ(b) = lb. (10.3)
Åñëè B(a) = 0, òî la = 0 è
A(a)µ(a) +
∫
ab
µ(τ)k(τ, a) dτ = f(a). (10.4)
Åñëè B(b) = 0, òî lb = 0 è
A(b)µ(b) +
∫
ab
µ(τ)k(τ, b) dτ = f(b). (10.5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1). Ïîäåëèì îáå ÷àñòè (10.1)
íà ln((b− t)/(t− a)) è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè t→ a. Â ñèëó òåîðåìû 2.3 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íûé ïðåäåë ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë è ïðàâîé
÷àñòè, ïðè ýòîì B(a)µ(a) = la. Åñëè æå â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòßõ ðàâåíñòâà (10.1) íåò
ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòè â òî÷êå a, òî ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè t→ a è ïîëó÷èì
(10.4).
Ðàññóæäåíèß äëß òî÷êè b àíàëîãè÷íû •
Ñëåäñòâèå 10.1. Ïðè B(a) = 0, la 6= 0 èëè (è) B(b) = 0, lb 6= 0 óðàâíåíèå
(10.1) íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé êëàññà Hλ(ab).
Ðàññìîòðèì êâàäðàòóðíûé ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè íà
îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè
A(x)µ(x) +B(x)
b∫
a
µ(t) dt
t− x +
b∫
a
µ(t)k(t, x) dt = f(x), a < x < b, (10.6)
ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèßõ. Îòìåòèì, ÷òî ÑÈÓ íà ãëàäêîé äóãå âñåãäà ïðèâî-
äèòñß ê óðàâíåíèþ, çàäàííîìó íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè. Ïóñòü a = t0 < t1 <
94
... < tn < tn+1 = b  ñèñòåìà óçëîâ íà îòðåçêå [a, b]. Óðàâíåíèþ (10.6) ïîñòàâèì â
ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó, ñîñòîßùóþ èç óðàâíåíèé
A(tk)µ(tk) +B(tk)µ(tk) ln
b− tk
tk − a +B(tk)
b∫
a
µ(t)− µ(tk)
t− tk dt+
+
b∫
a
µ(t)k(t, tk) dt = f(tk), k = 1..n (10.7)
è óðàâíåíèé (10.3) èëè (10.4), (10.5) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå çíà÷åíèß ïðèíè-
ìàåò â òî÷êàõ a è b êîýôôèöèåíò B(·) óðàâíåíèß. Çàìåíèì èíòåãðàëû â (10.7) è,
åñëè íóæíî, â (10.4), (10.5) êâàäðàòóðíûìè ñóììàìè. Ïðåíåáðåãàß ïîãðåøíîñòßìè
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë, ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíî-
ñèòåëüíî çíà÷åíèé µj = µ(tj), j = 0..n + 1. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà èñïîëü-
çóþòñß óðàâíåíèß (10.3), çíà÷åíèß µa = µ(a) è (èëè) µb = µ(b) îïðåäåëßþòñß òî÷íî.
Ïîýòîìó ñëàãàåìûå ñî çíà÷åíèßìè µa è (èëè) µb óäîáíî ïåðåíåñòè â ïðàâûå ÷àñòè
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.
Äèñêðåòíûå àíàëîãè óðàâíåíèé (10.7), (10.4) è (10.5) ìîãóò áûòü çàïèñàíû, íà-
ïðèìåð, â âèäå
A(tk)µk +B(tk)µk ln
b− tk
tk − a+
+B(tk)
[(k−2∑
j=0
+
n∑
j=k+1
)(µj − µk
tj − tk +
µj+1 − µk
tj+1 − tk
)tj+1 − tj
2
+
+
(µk−1 − µk
tk−1 − tk +
µk+1 − µk
tk+1 − tk
)tk+1 − tk−1
2
]
+
+
n∑
j=0
(
µjk(tj, tk) + µj+1k(tj+1, tk)
)tj+1 − tj
2
= f(tk), k = 1..n, (10.8)
A(a)µa +
n∑
j=0
(
µjk(tj, a) + µj+1k(tj+1, a)
)tj+1 − tj
2
= f(a), (10.9)
A(b)µb +
n∑
j=0
(
µjk(tj, b) + µj+1k(tj+1, b)
)tj+1 − tj
2
= f(b). (10.10)
Çäåñü èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà òðàïåöèé, ïðè÷åì ïðè àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà
b∫
a
µ(t)− µ(tk)
t− tk dt
óçåë tk íå èñïîëüçóåòñß.
Çàìå÷àíèå. Ðåãóëßðíàß ÷àñòü ßäðà ÑÈÓ (10.6) k(·, ·) ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè
èíòåãðèðóåìîãî ïîðßäêà â òî÷êàõ a, b èëè ïðè t = x. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10.1 ïðè
ýòîì ñîõðàíßåòñß, à ïðè àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà ñ ßäðîì k(·, ·) íóæíî èñïîëüçîâàòü
ñïåöèàëüíûå êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû. Ê ýòîìó ìû âåðíåìñß â ãëàâå 11.
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10.2. Ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòè
Ïóñòü òåïåðü èñêîìàß ôóíêöèß µ(·) èìååò â òî÷êàõ a è (èëè) b îñîáåííîñòè ëîãà-
ðèôìè÷åñêîãî, ñòåïåííîãî èëè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà.
Òåîðåìà 10.2. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ C(ab), k(·, ·) ∈ C(ab × ab), µ(·) ∈ H lλ(ab), òî
åñòü
µ(t) = µl(t) ln
b− t
t− a + µ0(t), µl(·), µ0(·) ∈ Hλ(ab),
ïðè÷åì |µl(a)| + |µl(b)| 6= 0. Åñëè µ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1), òî ñóùåñòâóþò
êîíå÷íûå ïðåäåëû
la,2 = lim
t→a
[
f(x)
/(
ln
b− t
t− a
)2 ]
, lb,2 = lim
t→b
[
f(x)
/(
ln
b− t
t− a
)2 ]
(10.11)
è
1
2
B(a)µl(a) = la,2,
1
2
B(b)µl(b) = lb,2. (10.12)
Ïðè ýòîì
µ(t) = µ˜l(t) ln
b− t
t− a + µˆ(t), (10.13)
ãäå
µ˜l(t) = µl(a)
b− t
b− a + µl(b)
t− a
b− a,
è ôóíêöèß µˆ(·)  ðåøåíèå ÑÈÓ (10.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
fˆ(t) = f(t)− A(t)µ˜l(t) ln b− t
t− a −B(t)µ˜l(t)
1
2
[(
ln
b− t
t− a
)2 − pi2]− (10.14)
−B(t)µl(b)− µl(a)
b− a
∫
ab
ln
b− τ
τ − a dτ −
∫
ab
µ˜(τ) ln
b− τ
τ − a k(τ, t) dτ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ôóíêöèþ (10.13) â óðàâíåíèå (10.1) :
A(t)µ˜l(t) ln
b− t
t− a + A(t)µˆ(t) +B(t)
∫
ab
µ˜(τ) ln
b− τ
τ − a
dτ
τ − t+
+B(t)
∫
ab
µˆ(τ) dτ
τ − t +
∫
ab
µ˜(τ) ln
b− τ
τ − a k(τ, t) dτ +
∫
ab
µˆ(τ)k(τ, t) dτ = f(t).
Ïîäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íà (ln((b− t)/(t− a)))2 è ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè
t→ a è ïðè t→ b. Èç òåîðåìû 2.4 ñëåäóåò, ÷òî ïðåäåëû (10.11) ñóùåñòâóþò è âûïîë-
íßþòñß ðàâåíñòâà (10.12). ×òîáû çàêîí÷èòü äîêàçàòåëüñòâî, äîñòàòî÷íî ïåðåíåñòè
ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå µ˜(·) â ïðàâóþ ÷àñòü •
Ñëåäñòâèå 10.2. Ïðè B(a) = 0, la,2 6= 0 èëè (è) B(b) = 0, lb,2 6= 0 óðàâíåíèå
(10.1) íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé êëàññà H lλ(ab).
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Çàìå÷àíèß.
1. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà µ(·) ∈ H l,mλ (ab),
m = 2, 3, ....
2. Åñëè B(a) = 0, òî la,2 = 0, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë la (10.2) è A(a)µl(a) +
B(a)µ0(a) = la. Åñëè B(b) = 0, òî lb,2 = 0, ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lb (10.2) è
A(b)µl(b) + B(b)µ0(b) = lb. ×òîáû óáåäèòüñß â ýòîì, äîñòàòî÷íî ïåðåéòè ê ïðåäåëó
ïðè t→ a èëè t→ b â óðàâíåíèè (10.1), ïîäåëåííîì íà ln((b− t)/(t− a)).
Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ C(ab), k(·, ·) ∈ C(ab× ab).
A. Åñëè
µ(t) =
( b− t
t− a
)λa
µ0(t), λa 6= 0, 0 ≤ Reλa < 1, (10.15)
µ0(·) ∈ Hλ(ab), µ0(a) 6= 0,
 ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
pa = lim
t→a
[
f(t)
/( b− t
t− a
)λa ]
, (10.16)
ïðè ýòîì
[A(a) + pictgλapi B(a)]µ0(a) = pa (10.17)
è
µ(t) = µ0(a)
( b− t
t− a
)λa
+ µˆ(t), (10.18)
ãäå ôóíêöèß µˆ(·)  ðåøåíèå ÑÈÓ (10.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
fˆ(t) = f(t)− A(t)µ0(a)
( b− t
t− a
)λa−
−B(t)µ0(a) pi
sinλapi
[
cosλapi
( b− t
t− a
)λa − 1]− µ0(a) ∫
ab
( b− τ
τ − a
)λa
k(τ, t)dτ. (10.19)
B. Åñëè
µ(t) =
(t− a
b− t
)λb
µ0(t), λb 6= 0, 0 ≤ Reλb < 1, (10.20)
µ0(·) ∈ Hλ(ab), µ0(b) 6= 0,
 ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
pb = lim
t→b
[
f(t)/
(t− a
b− t
)λb]
, (10.21)
ïðè ýòîì
[A(b)− pictgλbpi B(b)]µ0(b) = pb (10.22)
è
µ(t) =
(t− a
b− t
)λb
µ0(b) + µˆ(t), (10.23)
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ãäå ôóíêöèß µˆ(·)  ðåøåíèå ÑÈÓ (10.1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
fˆ(t) = f(t)− A(t)µ0(b)
(t− a
b− t
)λb−
−B(t)µ0(b) pi
sinλbpi
[
1− cosλbpi
(t− a
b− t
)λb]− µ0(b) ∫
ab
(τ − a
b− τ
)λb
k(τ, t)dτ. (10.24)
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü ïåðâîå óòâåðæäåíèå, íóæíî ïîäñòàâèòü ôóíê-
öèþ (10.18) â óðàâíåíèå (10.1),
A(t)µ0(a)
( b− t
t− a
)λa
+ A(t)µˆ(t) +B(t)µ0(a)
∫
ab
( b− τ
τ − a
)λa dτ
τ − t+
+B(t)
∫
ab
µˆ(τ)dτ
τ − t + µ0(a)
∫
ab
( b− τ
τ − a
)λa
k(τ, t)dτ +
∫
ab
µˆ(τ)k(τ, t)dτ = f(t),
ïîäåëèòü îáå åãî ÷àñòè íà ((b − t)/(t − a))λa , ïðèìåíèòü ôîðìóëó (2.8) è ïåðåéòè ê
ïðåäåëó ïðè t→ a.
Âòîðîå óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî •
Ñëåäñòâèå 10.3. Ïðè A(a) + pictgλapi B(a) = 0, pa 6= 0 èëè ïðè
A(b) − pictgλbpi B(b) = 0, pb 6= 0 óðàâíåíèå (10.1) íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé âèäà
(10.15) èëè (10.20).
Ñëåäñòâèå 10.4. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ C([a, b]), k(·, ·) ∈ C([a, b]× [a, b]). Åñëè
µ(x) =
µ0(x)
(x− a)λa(b− x)λb , λa 6= 0, λb 6= 0, 0 < Reλa,Reλb < 1, (10.25)
µ0(·) ∈ Hλ([a, b]), µ0(a) 6= 0, µ0(b) 6= 0,
 ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.6), òî
[A(a) + pictgλapi B(a)]µ0(a) = (b− a)λa+λb lim
x→a
[
f(x)
/( b− x
x− a
)λa ]
, (10.26)
[A(b)− pictgλbpi B(b)]µ0(b) = (b− a)λa+λb lim
x→b
[
f(x)
/(x− a
b− x
)λb ]
, (10.26)
è
µ(x) =
µ0(a)
(b− a)λa+λb
( b− x
x− a
)λa
+
µ0(b)
(b− a)λa+λb
(x− a
b− x
)λb
+ µˆ(x), (10.28)
ãäå ôóíêöèß µˆ(·)  ðåøåíèå ÑÈÓ (10.6) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
fˆ(x) = f(x)−
( b− x
x− a
)λa µ0(a)
(b− a)λa+λb [A(x) + pictgλapi B(x)]−
−
(x− a
b− x
)λb µ0(a)
(b− a)λa+λb [A(x)− pictgλbpi B(x)]+
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+
piB(x)
(b− a)λa+λb
[
µ0(a)
sinλapi
− µ0(b)
sinλbpi
]
−
−
b∫
a
[
µ0(a)
(b− a)λa+λb
( b− t
t− a
)λa
+
µ0(b)
(b− a)λa+λb
(t− a
b− t
)λb]
k(t, x) dt. (10.29)
Òåîðåìà 10.4. Ïóñòü A(·), B(·) ∈ C(ab), k(·, ·) ∈ C(ab× ab). Åñëè
µ(t) =
( b− t
t− a
)λa
ln
b− t
t− a µ0(t), λa 6= 0, 0 ≤ Reλa < 1,
µ0(·) ∈ Hλ(ab), µ0(a) 6= 0,
 ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1), òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë
pla = lim
t→a
[
f(t)
/( b− t
t− a
)λa
ln
b− t
t− a
]
. (10.20)
Ïðè ýòîì
[A(a) + pictgλapi B(a)]µ0(a) = pla (10.31)
è
µ(t) = µ0(a)
( b− t
t− a
)λa
ln
b− t
t− a + µˆ(t), (10.32)
ãäå ôóíêöèß µˆ(·) - ðåøåíèå ÑÈÓ (1) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
fˆ(t) = f(t)− A(t)µ0(a)
( b− t
t− a
)λa
ln
b− t
t− a−
−B(t)µ0(a) pi
sinλapi
[
cosλapi
( b− t
t− a
)λa
ln
b− t
t− a −
pi
sinλapi
( b− t
t− a
)λa
+ pictgλapi
]
−µ0(a)
∫
ab
( b− τ
τ − a
)λa
ln
b− τ
τ − ak(τ, t) dτ. (10.33)
Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå èìååò ìåñòî, åñëè âìåñòî òî÷êè a âçßòü òî÷êó b.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñß òî÷íî òàê æå, êàê è â ñëó÷àå òåîðåìû 10.3, òîëüêî
âìåñòî ðàâåíñòâà (2.8) èñïîëüçóåòñß ðàâåíñòâî (2.10) •
Ñëåäñòâèå 10.5. Ïðè A(a) + pictgλapi B(a) = 0, pla 6= 0 èëè ïðè
A(b) − pictgλbpi B(b) = 0, plb 6= 0 óðàâíåíèå (10.1) íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé ñî
ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîé îñîáåííîñòüþ.
10.3. Îáùèé àëãîðèòì
Ðàññìîòðèì îáùèé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè íà äóãå ab
â êëàññå H∗, îñíîâàííûé íà ãëîáàëüíîì âûäåëåíèè îñîáåííîñòåé â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòßõ óðàâíåíèß.
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Ïóñòü çàäàíî ÑÈÓ (10.1).
Øàã 1. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ Hλ(ab). Ïðîáóåì âû÷èñëèòü êîíå÷íûå ïðåäåëû
(10.2). Åñëè õîòß áû îäíî èç çíà÷åíèé la, lb íå îïðåäåëßåòñß, òî ïåðåõîäèì ê øàãó
4.
Øàã 2. Åñëè B(a) = 0, la 6= 0 èëè B(b) = 0, lb 6= 0, òî óðàâíåíèå (10.1) íå ìîæåò
èìåòü ðåøåíèß.
Øàã 3. Ñîñòàâèì èç óðàâíåíèé (10.8), (10.9) è (10.10) ÑËÀÓ ñ íåèçâåñòíûìè
µ0, ..., µn+1, ðåøèâ êîòîðóþ ïîëó÷èì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèß èñêîìîé ôóíêöèè µ(·)
â óçëàõ t0, ..., tn+1. Åñëè B(a) 6= 0, òî µ0 = la/B(a) è óðàâíåíèå (10.9) íå âêëþ÷àåòñß â
ÑËÀÓ. Åñëè B(b) 6= 0, òî µn+1 = lb/B(b) è óðàâíåíèå (10.10) íå âêëþ÷àåòñß â ÑËÀÓ.
Øàã 4. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ H lλ(ab). Ïðîáóåì âû÷èñëèòü êîíå÷íûå ïðåäåëû
(10.11). Åñëè õîòß áû îäíî èç çíà÷åíèé la,2, lb,2 íå îïðåäåëßåòñß, òî ïåðåõîäèì ê øàãó
7.
Øàã 5. Åñëè B(a) = 0, la,2 6= 0 èëè B(b) = 0, lb,2 6= 0, òî óðàâíåíèå (10.1) íå
ìîæåò èìåòü ðåøåíèß.
Åñëè B(a) = 0, la,2 = 0 èëè B(b) = 0, lb,2 = 0, òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ÑÈÓ (10.1)
íå ìîæåò áûòü íàéäåíî. Òðåáóåòñß äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Øàã 6. Åñëè B(a) 6= 0 è B(b) 6= 0, òî âû÷èñëßåì çíà÷åíèß µl(a), µl(b) èç óðàâíå-
íèé (10.12), çàïîìèíàåì ýòè çíà÷åíèß è çàìåíßåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (10.1) íà
ôóíêöèþ (10.14). Âîçâðàùàåìñß ê øàãó 1.
Øàã 7. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ Hpλ(ab). Ïðîáóåì íàéòè òàêîå ÷èñëî λa 6= 0,
0 ≤ Reλa < 1, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë pa 6= 0 (10.16). Åñëè λa íå îïðåäåëß-
åòñß, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 11.
Øàã 8. Åñëè
A(a) + piB(a) ctg λapi = 0, (10.34)
òî óðàâíåíèå (10.1) íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé.
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå λa 6= 0, 0 ≤ Reλa < 1, ÷òî óñëîâèå (10.34) âûïîëíåíî è
ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðåäåë pa = 0, òî òðåáóåòñß äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Øàã 9. Âû÷èñëßåì çíà÷åíèå µ0(a) èç óðàâíåíèß (10.17), çàïîìèíàåì åãî è çàìå-
íßåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (10.1) íà ôóíêöèþ (10.19).
Øàã 10. Ïîâòîðßåì øàãè 79 äî òåõ ïîð, ïîêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß è â åãî
ðåøåíèè íå áóäóò âûäåëåíû âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îñîáåííîñòè ñòåïåííîãî òèïà
â òî÷êå a.
Øàãè 1114. Äëß òî÷êè b âûïîëíßåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèß äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäóò âûäåëåíû âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß è â åãî ðåøåíèè, ñîäåðæà-
ùèå îñîáåííîñòè ñòåïåííîãî òèïà â òî÷êå b. Âìåñòî óñëîâèß (10.34) çäåñü ïðîâåðßåòñß
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óñëîâèå
A(b)− piB(b) ctg λbpi = 0. (10.35)
Âîçâðàùàåìñß ê øàãó 4.
Øàã 15. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ Hplλ (ab). Ïðîáóåì íàéòè òàêîå ÷èñëî λa 6= 0,
0 ≤ Reλa < 1, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë pla 6= 0 (10.30). Åñëè λa íå îïðåäåëß-
åòñß, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 19.
Øàã 16. Åñëè âûïîëíßåòñß ðàâåíñòâî (10.34), òî óðàâíåíèå (10.1) íå ìîæåò èìåòü
ðåøåíèé.
Åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå λa 6= 0, 0 ≤ Reλa < 1, ÷òî óñëîâèå (10.34) âûïîëíåíî è
ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò ïðåäåë pla = 0, òî òðåáóåòñß äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå.
Øàã 17. Âû÷èñëßåì çíà÷åíèå µ0(a) èç óðàâíåíèß (10.31), çàïîìèíàåì åãî è çàìå-
íßåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (10.1) íà ôóíêöèþ (10.33).
Øàã 18. Ïîâòîðßåì øàãè 1517 äî òåõ ïîð, ïîêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß è â
åãî ðåøåíèè íå áóäóò âûäåëåíû âñå ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå îñîáåííîñòè ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà â òî÷êå a.
Øàãè 1922. Äëß òî÷êè b âûïîëíßåì àíàëîãè÷íûå äåéñòâèß äî òåõ ïîð, ïîêà íå
áóäóò âûäåëåíû âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß è â åãî ðåøåíèè, ñîäåðæà-
ùèå îñîáåííîñòè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà â òî÷êå b. Âîçâðàùàåìñß ê øàãó
7.
Çàìå÷àíèß.
1. Â àëãîðèòìå ïðåäóñìîòðåíû ñèòóàöèè, êîãäà îáíàðóæèâàåòñß, ÷òî èñõîäíîå
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå íå ìîæåò èìåòü ðåøåíèé. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü
âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ðàíüøå, ÷åì áóäåò èññëåäîâàí âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß ÑÈÓ. Â òåõ ñëó÷àßõ, êîãäà äîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíå-
íèß (10.1) ñóùåñòâóåò, íî íà îäíîì èç øàãîâ àëãîðèòìà ýòîò ôàêò íå ïîäòâåðæäàåòñß,
ðåêîìåíäóåòñß èñêàòü îøèáêè ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèé ïðåäåëîâ.
2. Â àëãîðèòìå ïðåäóñìîòðåíû ñèòóàöèè, êîãäà òðåáóåòñß äîïîëíèòåëüíîå èññëå-
äîâàíèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èëè ïðàâàß ÷àñòü ÑÈÓ èìååò îñîáåííîñòè, íå ïðåäóñìîò-
ðåííûå âûøå, íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè ñîäåðæàòñß â äðîáíûõ ñòåïåíßõ,
èëè ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.1) íå åäèíñòâåííî.
3. Åñëè ïðàâàß ÷àñòü f(·) ÑÈÓ çàäàíà àíàëèòè÷åñêè, òî, êàê ïðàâèëî, çíà÷åíèß
ïðåäåëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ øàãàõ àëãîðèòìà ìîãóò áûòü íàéäåíû òî÷íî ñ ïî-
ìîùüþ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë. Åñëè æå ôóíêöèß f(·) çàäàíà òàáëè÷íî, èëè, ÷òî
ïðåäïî÷òèòåëüíåå, èìååòñß ïîäïðîãðàììà, âû÷èñëßþùàß åå çíà÷åíèß ïðè ëþáûõ çíà-
÷åíèßõ àðãóìåíòà, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê êîíöàì äóãè, òî äëß ïðèáëèæåííîãî âû÷èñ-
ëåíèß ïðåäåëîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òèïà ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
Òàêîé ïîäõîä óäîáåí ïðè ðàçðàáîòêå èíòåëëåêòóàëüíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ
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äëß ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ïîëüçîâàòåëåé, íå âëàäåþùèõ
àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè èëè íå æåëàþùèõ èìè ïîëüçîâàòüñß. Îòìåòèì, ÷òî ïðè
ýòîì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñïåöèàëüíîå èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà íà óñòîé÷èâîñòü ïî
îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèßì çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ îñî-
áåííîñòè.
4. Äîïóñòèì, ÷òî ïðàâàß ÷àñòü óðàâíåíèß (10.1) ñîäåðæèò ðßäû èç ôóíêöèé ñ
îñîáåííîñòßìè ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî, ñòåïåííîãî èëè ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà.
Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîöåññå âûäåëåíèß îñîáåííîñòåé ïðè àíàëèòè÷åñêîì âû÷èñëåíèè
àñèìïòîòè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ èç ïðàâîé ÷àñòè âû÷èòàþòñß òàêæå áåñêîíå÷íûå
ñóììû ôóíêöèé ñ îñîáåííîñòßìè. Âðßä ëè ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî òàêàß ñèòóàöèß âîç-
íèêíåò ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ïðàâàß ÷àñòü êîòîðûõ çàäàíà ïðèáëèæåííî. Ïðè
÷èñëåííîì âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ìîæíî îãðàíè÷èòüñß êîíå÷íûì ÷èñëîì øà-
ãîâ.
5. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå ïðàâîé ÷àñòè f(·), ïîëó÷åííîå ïîñëå ïîëíîãî
âûäåëåíèß âñåõ ñëàãàåìûõ ñ îñîáåííîñòßìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ, íå çàâèñèò îò òîãî, ñ
êàêîãî êîíöà äóãè íà÷èíàëñß àíàëèç ïîâåäåíèß ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ÑÈÓ.
10.4. Ïðèìåðû
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÑÈÓ íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè.
Ïðèìåð 1.
1∫
−1
µ(t)dt
t− x = f(x), x ∈ (−1, 1). (10.36)
Â [6] ãë.5, 5 íà ýòîì ïðèìåðå ïîêàçàíû âîçìîæíîñòè ìåòîäà äèñêðåòíûõ âèõðåé.
à) Ïóñòü f(x) = −pix. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ Hλ([−1, 1]). Â ýòîì ñëó÷àå la = 0, lb =
0, µ(a) = 0, µ(b) = 0, è ÑËÀÓ, ßâëßþùàßñß äèñêðåòíûì àíàëîãîì ÑÈÓ (10.36),
ñîñòîèò òîëüêî èç óðàâíåíèé âèäà (10.8).
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðàôèê ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ (10.36) (ïóíêòèðíàß
ëèíèß, äëèííûå øòðèõè) ïîñòðîåííûé ïî ðåøåíèþ ÑËÀÓ. Çäåñü è äàëåå ðàñ÷åòû
ïðîâîäèëèñü ïðè ÷èñëå óçëîâ èíòåðïîëßöèè n = 21, ãðàôèêè ðåøåíèé ïîñòðîåíû íà
ðèñóíêàõ êàê ëîìàíûå (òî÷êè ñ âû÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè ñîåäèíåíû îòðåçêàìè
ïðßìûõ). Äëß ñðàâíåíèß ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß óðàâíåíèß, ïî-
ëó÷åííîãî ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé ïðè òîì æå çíà÷åíèè n (ïóíêòèðíàß ëèíèß,
êîðîòêèå øòðèõè), è ãðàôèê òî÷íîãî ðåøåíèß µ(x) =
√
1− x2 (ñïëîøíàß ëèíèß)
ýòîãî óðàâíåíèß â êëàññå Hλ.
á) Ïóñòü f(x) = pi. Èùåì ðåøåíèå µ(·) ∈ Hλ([−1, 1]). Ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå
a), la = 0, lb = 0, è ÑËÀÓ ñîñòîèò òîëüêî èç óðàâíåíèé âèäà (10.8). Âû÷èñëèòåëü-
102
íûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ðåøåíèþ àïïðîêñèìèðóþùåé ÑËÀÓ íå ìîæåò
áûòü âîññòàíîâëåíî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèß. Ýòî ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ÑÈÓ
(10.36) ïðè äàííîé ïðàâîé ÷àñòè íå èìååò ðåøåíèé êëàññà Hλ. Äåéñòâèòåëüíî,
1∫
−1
pidt√
1− t2 =
pi2
2
6= 0.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî íå ïðîòèâîðå÷èò îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ: èç òîãî, ÷òî
òî÷íîå óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò, âîâñå íå ñëåäóåò, ÷òî íå äîëæíû èìåòü ðåøåíèé
óðàâíåíèß, àïïðîêñèìèðóþùèå òî÷íîå.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå µ(·) ∈ Hpλ([−1, 1]). Ïðàâàß ÷àñòü îñîáåííîñòåé íå èìååò, íî
óðàâíåíèß (10.34) è (10.35) èìåþò ðåøåíèß λa = 1/2 è λb = 1/2. Ïîýòîìó
µ(x) =
µ0(−1)
2
√
1− x
x+ 1
+
µ0(1)
2
√
x+ 1
1− x + µˆ(x),
ãäå ôóíêöèß µˆ(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß (10.36) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ
f(x) = pi
(
1 +
µ0(−1)
2
− µ0(1)
2
)
.
Ïðè ýòîì çíà÷åíèß µ0(−1), µ0(1) íå îïðåäåëßþòñß èç óðàâíåíèé (10.17) è (10.22).
Çàäàäèì µ0(−1) = −1, µ0(1) = 1. Òîãäà fˆ(·) ≡ 0, òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèß ñ
òàêîé ïðàâîé ÷àñòüþ µˆ(·) ≡ 0 è
µ(x) =
x√
1− x2 .
Ïðè ðåøåíèè àïïðîêñèìèðóþùåé ÑËÀÓ ìåòîäîì Ãàóññà ñ âûäåëåíèåì âåäóùåãî ýëå-
ìåíòà ïîëó÷èì, êàê è ñëåäóåò îæèäàòü, íóëåâîé âåêòîð. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ãðàôèêè
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ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèß (10.36) ñ ïðàâîé ÷àñòüþ f(·) ≡ pi, ïîëó÷åííûõ
ðàññìàòðèâàåìûì ìåòîäîì (ñïëîøíàß ëèíèß) è ìåòîäîì äèñêðåòíûõ âèõðåé (ïóíê-
òèð).
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé òîãî æå óðàâíåíèß, ïîëó-
÷åííûõ ïðè âîçìóùåííûõ çíà÷åíèßõ µ0(−1), µ0(1). Íåâîçìóùåííîå ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå ïîêàçàíî ñïëîøíîé ëèíèåé, à íåñêîëüêî âîçìóùåííûõ  ïóíêòèðíûìè, ïðè
ýòîì äîïóñêàëàñü ïîãðåøíîñòü â çàäàíèè µ0(−1), µ0(1) äî 20%.
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â) Ïóñòü
f(x) =
pi
2
√
3
[(1− x
x+ 1
)1/3
+
(x+ 1
1− x
)2/3]
.
Çäåñü λa = 1/3, λb = 2/3 è èç óðàâíåíèé (10.17) è (10.22) ñëåäóåò, ÷òî µ0(−1) = 1,
µ0(1) = 1. Òîãäà fˆ(·) ≡ 0 è µˆ(·) ≡ 0. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé óðàâíåíèß (10.36), ïîëó÷åííûõ ïðè âîçìóùåííûõ çíà÷åíèßõ µ0(−1), µ0(1).
Çäåñü, êàê è íà ðèñ. 3, íåâîçìóùåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîêàçàíî ñïëîøíîé
ëèíèåé, à âîçìóùåííûå (ïîðßäîê âîçìóùåíèß 10%)  ïóíêòèðîì.
Ïðèìåð 2.
Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
xµ(x) +
1∫
−1
µ(t)dt
t− x = x
2 + 2 + x ln
1− x
x+ 1
, x ∈ (−1, 1). (10.37)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèß â êëàññå Hλ([−1, 1]). Òàê êàê ïðàâàß ÷àñòü çàäàíà àíàëèòè÷å-
ñêè, òî ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû la = −1, lb = 1. Óêàæåì ïðîñòîé ìåòîä
âû÷èñëåíèß çíà÷åíèé la è lb. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
f˜(x) = P (x) ln
1− x
x+ 1
+Q(x), P (·), Q(·)−−ïîëèíîìû,
êîòîðàß àïïðîêñèìèðóåò ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèß (10.37). Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ
ìîæíî íàéòè ÷èñëåííî ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïðè ýòîì ðåêîìåíäóåòñß äëß
îïðåäåëåíèß êîýôôèöèåíòîâ P (·) ðàññìàòðèâàòü ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
ôóíêöèé ïî òî÷êàì, ëåæàùèì âáëèçè êîíöîâ îòðåçêà [−1, 1], à äëß îïðåäåëåíèß êî-
ýôôèöèåíòîâ Q(·)  ïî òî÷êàì, ëåæàùèì áëèæå ê öåíòðó îòðåçêà. Òîãäà ìîæíî
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âçßòü la = P (−1), lb = P (1). Ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêèå êîýôôèöè-
åíòû ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû òàêèì ìåòîäîì ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ äëß ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèé, èìåþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêèå îñîáåííîñòè. Óñòàíîâëåíî òàêæå, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß óñòîé÷èâ ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèßì
ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ.
Íà ðèñ. 5 ïîñòðîåíû ãðàôèêè íåñêîëüêèõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèß
(10.37), ïîëó÷åííûõ ïðè òî÷íûõ è âîçìóùåííûõ çíà÷åíèßõ la è lb. Ñïëîøíàß ëèíèß
ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèß µ(x) = x, à ïóíêòèðíûå  âîçìóùåííûì
(÷åì ñèëüíåå âîçìóùåíèå, òåì êîðî÷å øòðèõè ïóíêòèðà).
10.5. ÑÈÓ ñ àâòîìîðôíûìè àíàëîãàìè ßäðà Êîøè
Ðàññìîòðèì òåïåðü ÑÈÓ ñ ßäðàìè, àâòîìîðôíûìè îòíîñèòåëüíî íåêîòîðûõ ãðóïï
äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêèå óðàâíåíèß èíòåðåñíû òåì, ÷òî èõ ðåøåíèå
ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî â çàìêíóòîé ôîðìå ìåòîäîì àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèß
([19] ãë.VII, [138]). Êàê è â ñëó÷àå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, ôîðìóëû îáðàùåíèß óðàâ-
íåíèé ñ àâòîìîðôíûìè ßäðàìè óäîáíû ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ èõ
ðåøåíèé, íî íå èñïîëüçóþòñß ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ â ñâßçè ñ òðóäíîñòßìè, âîçíè-
êàþùèìè ïðè âû÷èñëåíèè ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëîâ.
Îïèøåì íåêîòîðûå ýôôåêòû, îáíàðóæåííûå ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ÑÈÓ ñ àâ-
òîìîðôíûìè ßäðàìè êâàäðàòóðíûìè ìåòîäàìè.
Ïóñòü σ0(·) ≡ z, σj(·), j = 1..m − 1,  êîíå÷íàß ãðóïïà èç m äðîáíî-ëèíåéíûõ
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ïðåîáðàçîâàíèé. Àâòîìîðôíûé àíàëîã ßäðà Êîøè â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèä
1
t− x +
m−1∑
j=1
( 1
t− σj(x) −
1
t− σj(∞)
)
=
F ′(t)
F (t)− F (x) , (10.38)
ãäå F (·)  îñíîâíîé èíâàðèàíò ãðóïïû ([138] 18). Åñëè åäèíñòâåííûé ïðîñòîé ïîëþñ
îñíîâíîãî èíâàðèàíòà íàõîäèòñß â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå è ãðóïïà íå ñîäåðæèò
öåëûõ ïðåîáðàçîâàíèé, òî
F (z) = z +
m−1∑
j=1
[σj(z)− σj(∞)]. (10.39)
Ðàññìîòðèì ÑÈÓ ñ àâòîìîðôíûì ßäðîì
a(x)µ(x) + b(x)
∫
L
µ(t)
[ 1
t− x +
m−1∑
j=1
( 1
t− σj(x) −
1
t− σj(∞)
)]
dt = f(x), x ∈ L. (10.40)
Ïóñòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèß a(·), b(·) ∈ Hλ(L), ïðè÷åì a2(x)−pi2b2(x) 6= 0 ∀x ∈ L,
à ëèíèß L ðàñïîëîæåíà âíóòðè îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòåé ãðóïïû.
Ïî êàðòèíå ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèå (10.40) ßâëßåòñß àíàëîãîì õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè, íî åãî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê ïîëíîå ÑÈÓ ñ
ßäðîì Êîøè ñ ðåãóëßðíîé ÷àñòüþ ßäðà
b(x)
m−1∑
j=1
( 1
t− σj(x) −
1
t− σj(∞)
)
.
Åñëè æå ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååò ïîäãðóïïó σj(·),
j = 0..m1− 1, òî â ßäðå óðàâíåíèß (10.40) ìîæíî âûäåëèòü â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ÷àñòè ïîñòðîåííûé ïî ïîäãðóïïå àâòîìîðôíûé àíàëîã ßäðà Êîøè
1
t− x +
m1−1∑
j=1
( 1
t− σj(x) −
1
t− σj(∞)
)
,
à âñå îñòàëüíûå ñëàãàåìûå ðàññìàòðèâàòü êàê ðåãóëßðíóþ ÷àñòü.
Ïðè èññëåäîâàíèè óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè ÑÈÓ (10.40) íå òàê ñóùåñòâåííî, êàêàß
÷àñòü ßäðà îñòàåòñß â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè, õîòß íàèáîëåå åñòåñòâåííî âñå ßäðî
óðàâíåíèß ðàññìàòðèâàòü êàê àâòîìîðôíûé àíàëîã ßäðà Êîøè. Èíòåðåñíî âûßñíèòü,
íàñêîëüêî öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ñâîéñòâî àâòîìîðôíîñòè ßäðà óðàâíåíèß ïðè
÷èñëåííîì åãî ðåøåíèè.
Ðàññìîòðèì ÑÈÓ âèäà (10.40) íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè
µ(x) +
b∫
a
µ(t)
[ 1
t− x +
5∑
j=1
( 1
t− σj(x) −
1
t− σj(∞)
)]
dt = f(x), x ∈ (a, b), (10.41)
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â ñëó÷àå ãðóïïû äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
z,
2z − 1
3z − 2 ,
z
5z − 1 ,
3z − 1
7z − 2 ,
2z − 1
7z − 3 ,
3z − 1
8z − 3 ,
ýêâèâàëåíòíîé ãðóïïå àíãàðìîíè÷åñêèõ îòíîøåíèé. Ôóíäàìåíòàëüíàß îáëàñòü ãðóï-
ïû ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñß ñëó-
÷àåì âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé. Ïóñòü
f(x) = 1 + ln
F (b)− F (x)
F (x)− F (a) ,
ïðè ýòîì òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèß µ(·) ≡ 1. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèå
(10.41) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ïî-ðàçíîìó: à) êàê ïîëíîå ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè; á) è
â) êàê ïîëíîå ÑÈÓ ñ àâòîìîðôíûì àíàëîãîì ßäðà Êîøè, ïîñòðîåííûì ïî ïîäãðóï-
ïàì z, (2z − 1)/(3z − 2) è z, z/(5z − 1) ñîîòâåòñòâåííî, è, íàêîíåö, ã) êàê õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîå ÑÈÓ ñ àâòîìîðôíûì îòíîñèòåëüíî âñåé ãðóïïû ßäðîì.
Ïðè àïïðîêñèìàöèè ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëà ñ àâòîìîðôíûì àíàëîãîì ßäðà Êî-
øè ìîæíî èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó
b∫
a
F ′(t)
F (t)− F (tk)µ(t)dt ≈ µ(tk) ln
F (b)− F (tk)
F (tk)− F (a)+
+
(k−1∑
j=0
+
n∑
j=k+1
)( µ(tj)− µ(tk)
F (tj)− F (tk) +
µ(tj+1)− µ(tk)
F (tj+1)− F (tk)
)F (tj+1)− F (tj)
2
, k = 1..n.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ðàñ÷åòàõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü òå æå àëãîðèòìû, ÷òî è â ñëó÷àå
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Íóæíî òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíî çàìåíèòü óçëû tj, j = 0..n + 1,
íà çíà÷åíèß îñíîâíîãî èíâàðèàíòà â óçëàõ.
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî âàðèàíò ã) âñåãäà äàåò íàèëó÷øèé (â
äàííîì ïðèìåðå "àáñîëþòíî òî÷íûé") ðåçóëüòàò, à ïîãðåøíîñòü òðåõ äðóãèõ âàðè-
àíòîâ çàâèñèò îò äëèíû è ðàñïîëîæåíèß íà âåùåñòâåííîé îñè îòðåçêà [a, b]. Âàðèàíò
à) ïî òî÷íîñòè áëèæå ê õóäøåìó èç âàðèàíòîâ á) è â).
Â [86] ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß óðàâíåíèß
(10.41), ïîñòðîåííîãî ïî ìåòîäàì á) è â), ïðè ïåðåìåùåíèè îòðåçêà [a, b] ôèêñèðî-
âàííîé äëèíû âäîëü âåùåñòâåííîé îñè. Ïðè ýòîì îòðåçîê íå ïåðåñåêàë èçîìåòðè÷å-
ñêèõ îêðóæíîñòåé è íå ñîäåðæàë òî÷åê, êîíãðóýíòíûõ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.
Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèß (10.41) íà îòðåçêå
[0.8, 0.9], ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Òî÷íîìó ðåøåíèþ µ(·) ≡ 1 ñîîòâåòñòâó-
åò ñïëîøíàß ëèíèß, âàðèàíò á) äàåò ðåøåíèå, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùåå ñ òî÷íûì
(íà ðèñóíêå ýòî äàæå íå çàìåòíî), à âàðèàíò â) äàåò "ðàçáîëòàííîå" ðåøåíèå, "ãðà-
ôèê" êîòîðîãî ïîêàçàí ïóíêòèðîì.
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Óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè îòðåçîê [a, b] ðàñïîëîæåí â îêðåñòíîñòè òî÷åê 0 èëè 1/5,
òî âàðèàíò â) äàåò ïîãðåøíîñòü íà íåñêîëüêî ïîðßäêîâ ìåíüøóþ, ÷åì âàðèàíò á),
ïðè÷åì òî÷êà 1/5 âîîáùå íå ßâëßåòñß êðèòè÷åñêîé äëß âàðèàíòà â). Â îêðåñòíîñòè
òî÷êè 1/3 ìåòîä á) ðàáîòàåò ëó÷øå. Àíàëîãè÷íî, ìåòîä á) äàåò ßâíîå ïðåèìóùåñòâî
â îêðåñòíîñòè òî÷åê 2/3 è 1, à ìåòîä â)  â îêðåñòíîñòè òî÷êè 2/5.
Ýòî îáúßñíßåòñß òåì, ÷òî â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè ãðóïïû ïåðèîäà m
ðàçíîñòü |F (x′) − F (x′′)| èìååò çíà÷åíèß ïîðßäêà |x′ − x′′|. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü
êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû óìåíüøàåòñß. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òî÷êà 0 ßâëßåòñß
íåïîäâèæíîé òî÷êîé ïîäãðóïïû z, z/(5z − 1) ïåðèîäà 2, à òî÷êà 1  íåïîäâèæíîé
òî÷êîé ïîäãðóïïû z, (2z − 1)/(3z − 2) òîãî æå ïåðèîäà.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ÑÈÓ ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðà-
òóð öåëåñîîáðàçíî ñîõðàíßòü â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ÷àñòè óðàâíåíèß ñèíãóëßðíûå
èíòåãðàëû ñ àâòîìîðôíûì àíàëîãîì ßäðà Êîøè, ïîñòðîåííûì ïî ãðóïïå äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, åñëè ëèíèß èíòåãðèðîâàíèß ðàñïîëîæåíà â îêðåñòíîñòè
íåïîäâèæíîé òî÷êè ãðóïïû.
10.6. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
Ïðè òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè ïðèáëèæåííîãî (÷èñëåííîãî) ìåòîäà ðåøåíèß èí-
òåãðàëüíîãî óðàâíåíèß â ïåðâóþ î÷åðåäü òðåáóåòñß íàéòè óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ èç
ñóùåñòâîâàíèß è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèß òî÷íîãî óðàâíåíèß ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü
àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß è, íàîáîðîò, èç ðàçðåøèìîñòè àïïðîêñèìèðóþùåãî
óðàâíåíèß ñëåäóåò ðàçðåøèìîñòü òî÷íîãî. Íåîáõîäèìî òàêæå îöåíèòü áëèçîñòü ðåøå-
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íèé ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé. Êàê ïðàâèëî, ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèß ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé îáùèõ óòâåðæäåíèé, äîêàçàííûõ ïðè èññëåäîâàíèè
íåêîòîðîãî àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèß ìåòîäàìè ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà.
Â àáñòðàêòíîé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ íà-
ïðàâëåíèß. Â îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à [37], [38] è åå
ìîäèôèêàöèè, ïðåäëîæåííîé Á.Ã.Ãàáäóëõàåâûì [12], îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëßåòñß
óñëîâèßìè, ïðè êîòîðûõ ðàçðåøèìîñòü àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß ñëåäóåò èç
ðàçðåøèìîñòè òî÷íîãî óðàâíåíèß. Òàêîé ïîäõîä íàèáîëåå åñòåñòâåíåí ïðè òåîðåòè-
÷åñêîì îáîñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, â òîì
÷èñëå è ñèíãóëßðíûõ. Äðóãîå íàïðàâëåíèå îñíîâàíî íà ïîíßòèè óñòîé÷èâîñòè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè îïåðàòîðîâ, àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäàííûé îïåðàòîð. Òàêîé ïîäõîä
èñïîëüçîâàë, íàïðèìåð, À.Ñ. Èëüèíñêèé [33] ïðè îáîñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ìåòîäà ðå-
øåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì. Â ðàìêàõ àáñòðàêòíîé
ïðèáëèæåííîé ñõåìû Â.À. Òðåíîãèíà [131], ãë. VII, òåîðèß ðàçíîñòíûõ ñõåì, ïðèáëè-
æåííûå ìåòîäû òèïà Ãàëåðêèíà è íåêîòîðûå äðóãèå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñß ñ åäè-
íîé òî÷êè çðåíèß. Óñòîé÷èâîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
èñïîëüçóåòñß êàê îñíîâà îáùåé òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â êíèãå Ç. Ïðåñäîðôà è
Á. Çèëüáåðìàííà [162].
Â ðàáîòå [89] ïîñòðîåíà àáñòðàêòíàß òåîðèß ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëßþùàß íà åäèíîé îñíîâå ïîëó÷èòü îñíîâíûå óòâåðæäåíèß
îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ è òåîðèè àáñòðàêòíûõ ïðèáëèæåííûõ ñõåì.
Èñïîëüçóåìûå îáîçíà÷åíèß è òåðìèíîëîãèß íàèáîëåå áëèçêè ê ïðèíßòûì â êíèãå
[131]. Óñëîâèß, ïðè êîòîðûõ èç ðàçðåøèìîñòè òî÷íîãî óðàâíåíèß ñëåäóåò ðàçðåøè-
ìîñòü àïïðîêñèìèðóþùåãî óðàâíåíèß, â îïðåäåëåííîì ñìûñëå äîïîëíßþò èçâåñòíûå
ðåçóëüòàòû Á.Ã. Ãàáäóëõàåâà [12].
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Ãëàâà 11.
Àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ
ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå
Â ýòîé ãëàâå îáñóæäàþòñß àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷å-
ñêèìè è ñòåïåííûìè ßäðàìè, à òàêæå ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå, ïðè ðàçðà-
áîòêå êîòîðûõ èñïîëüçîâàíà ïðèíßòàß â êíèãå ìåòîäèêà: ðåøåíèå ÑÈÓ ñî ñëîæíîé
îñîáåííîñòüþ â ßäðå ñâîäèòñß ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ðåøåíèþ äâóõ äðóãèõ óðàâíåíèé,
îäíî èç êîòîðûõ ñèíãóëßðíîå óðàâíåíèå ñ ßäðîì Êîøè. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèß
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè óæå îáñóæäàëèñü â ãëàâå 10, ïîýòîìó ñåé÷àñ áóäóò ðàññìîòðå-
íû ìåòîäû ðåøåíèß óðàâíåíèé, óñòàíàâëèâàþùèõ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèßìè
èñõîäíîãî ÑÈÓ è ýêâèâàëåíòíîãî åìó óðàâíåíèß ñ ßäðîì Êîøè.
11.1. ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ñòåïåííûìè ßäðàìè
Ñèíãóëßðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
a(x)
x∫
a
ν(t)dt+ b(x)
b∫
a
ν(t) ln
b− x
|t− x| dt = f(x), x ∈ (a, b), (11.1)
ýêâèâàëåíòíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ÑÈÓ
a(x)µ(x) + b(x)
b∫
a
µ(t) dt
t− x = f(x), (11.2)
ïðè ýòîì ñâßçü ìåæäó ðåøåíèßìè óðàâíåíèé (11.1) è (11.2) çàäàåòñß ðàâåíñòâîì
µ(x) =
x∫
a
ν(t) dt. (11.3)
×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ÑÈÓ (11.1), íóæíî ñíà÷àëà íàéòè ðåøåíèå ÑÈÓ (11.2)
â êëàññå îãðàíè÷åííûõ íà êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèé, à çàòåì ðåøèòü èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå (11.3). Àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèß óðàâíåíèß (11.3) ñâîäèòñß, ëåãêî
âèäåòü, ê ÷èñëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Êàðëåìàíà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
b∫
a
ν(t) ln
1
|t− x| dt = f(x). (11.4)
Ïåðåéäåì ê ýêâèâàëåíòíîìó óðàâíåíèþ
b∫
a
µ(t) dt
t− x = f(x) + µ(b) ln(b− x). (11.5)
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Çäåñü, êàê è ðàíüøå, ðàâåíñòâî (11.3) óñòàíàâëèâàåò ñâßçü ìåæäó ðåøåíèßìè óðàâ-
íåíèé (11.4) è (11.5), ïðè÷åì íåîáõîäèìî µ(a) = 0. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà â
òî÷êàõ a è b âûïîëíßþòñß àâòîìàòè÷åñêè. Ïðè b− a 6= 4 çíà÷åíèå
µ(b) =
b∫
a
ν(t) dt
îïðåäåëßåòñß èç óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè
pi ln
b− a
4
µ(b) = −
b∫
a
f(t) dt√
(t− a)(b− t)
.
Èç ôîðìóë (10.8) ïîëó÷èì ÑËÀÓ äëß îïðåäåëåíèß çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè â
îñòàëüíûõ óçëàõ
µk ln
b− tk
tk − a +
(k−2∑
j=0
+
n∑
j=k+1
)(µj − µk
tj − tk +
µj+1 − µk
tj+1 − tk
)tj+1 − tj
2
+
+
(µk−1 − µk
tk−1 − tk +
µk+1 − µk
tk+1 − tk
)tk+1 − tk−1
2
= f(tk) + µ(b) ln(b− tk), k = 1..n. (11.6)
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè óðàâíåíèß (11.4) è áëèçêèõ ê íåìó ÷àñòî èñïîëüçóåòñß ìåòîä
ñàìîðåãóëßðèçàöèè [28]. Â êíèãå Á.Ã. Ãàáäóëõàåâà [13] ðàññìîòðåíû äðóãèå âîçìîæ-
íûå â äàííîì ñëó÷àå ïðßìûå ìåòîäû.
ÑÈÓ ñî ñòåïåííûì ßäðîì íà îòðåçêå âåùåñòâåííîé îñè
A(x)
x∫
a
ν(t) dt
(x− t)λ +B(x)
b∫
x
ν(t) dt
(t− x)λ = f(x), 0 < λ < 1, x ∈ (a, b), (11.7)
ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ñ ßäðîì Êîøè
[A(x)−B(x) cosλpi ]µ(x) + sinλpi
pi
B(x)
b∫
a
µ(t) dt
t− x = (b− x)
λ−1f(x). (11.8)
Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíî óðàâíåíèå (11.8), îñòàåòñß íàéòè èñêîìóþ ôóíêöèþ êàê ðå-
øåíèå óðàâíåíèß Àáåëß
x∫
a
ν(t) dt
(x− t)λ = (b− x)
1−λµ(x), x ∈ (a, b). (11.9)
Ýôôåêòèâíûé ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ìåòîä ïðåäëîæèë À.Â. Ìàéñòåð [56], [57].
Àíàëîãè÷íûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì (ðàçäåë 6.3).
Êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâßùåííûõ ÷èñëåííûì ìåòîäàì ðåøåíèß óðàâíåíèß Àáåëß,
èìååòñß â [130], ñ.77.
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11.2. Äîñòàòî÷íî ðåøèòü òîëüêî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè!
Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 11.1, ðàññìàòðèâàåìûå àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß
ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè è ñòåïåííûìè ßäðàìè ñîñòîßò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâóþ
î÷åðåäü íóæíî ïîëó÷èòü ðåøåíèå ýêâèâàëåíòíîãî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Èç ðåçóëüòà-
òîâ ãëàâû 10 ñëåäóåò, ÷òî ýòà çàäà÷à íå ïðåäñòàâëßåò îñîáîé ïðîáëåìû ïðè ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè. Âòîðàß ÷àñòü àëãîðèòìà ñâîäèòñß ê ÷èñëåííîìó äèôôåðåíöèðîâàíèþ
íàéäåííîãî ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèìè ßäðàìè èëè ê ÷èñëåííîìó îáðàùåíèþ îïåðàòîðà Àáåëß èëè îïåðàòîðà
ñ îáîáùåííûì ñòåïåííûì ßäðîì â ñëó÷àå óðàâíåíèé ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â
ßäðå. Èìåííî âòîðîé ýòàï ßâëßåòñß íàèáîëåå ñëîæíûì, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñß èìåòü
äåëî ñ íåêîððåêòíîé çàäà÷åé.
Íî â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ "êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëßåò èíòåðåñ íå ñàìî ðåøåíèå
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß, à òå èëè èíûå èíòåãðàëû îò íåãî èëè ïðîèçâîäíûå îò èí-
òåãðàëîâ" ([69], ñ.101). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèß äîëæíî áûòü ïîäñòàâëåíî â äàëüíåéøåì ïîä çíàê èíòåãðàëà, òî ýòîò èíòåãðàë
ìîæåò áûòü òàê ïðåîáðàçîâàí èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòßì, ÷òî âìåñòî ðàññìàòðèâà-
åìîé ôóíêöèè âñþäó áóäåò ñòîßòü åå ïåðâîîáðàçíàß. Òàêîé ïîäõîä ñëåäóåò ñ÷èòàòü
âïîëíå åñòåñòâåííûì ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ãðàíè÷íûõ çà-
äà÷ äëß óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè.
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà çàäà÷ó Òðèêîìè äëß óðàâíåíèß Ëàâðåíòüåâà-
Áèöàäçå. Ýòà çàäà÷à áûëà âïåðâûå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà À.Â.Áèöàäçå [7].
Ïóñòü D  îäíîñâßçíàß ñìåøàííàß îáëàñòü â ïëîñêîñòè xy, îãðàíè÷åííàß ïðîñòîé
æîðäàíîâîé êðèâîé σ ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A(0, 0) è B(1, 0) âåùåñòâåííîé îñè, öåëèêîì
ðàñïîëîæåííîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè y > 0, è õàðàêòåðèñòèêàìè AC : x + y = 0
è BC : x− y = 1 óðàâíåíèß Ëàâðåíòüåâà-Áèöàäçå
uxx + sgn y uyy = 0. (11.10)
Òðåáóåòñß íàéòè ôóíêöèþ u(x, y) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè (çàäà÷à Òðèêîìè):
1) u(x, y) ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß (11.10) â D ïðè y 6= 0;
2) u(x, y) ∈ C(D¯);
3) ïðîèçâîäíàß uy(x, y) óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ ñêëåèâàíèß
lim
y→+0uy(x, y) = limy→−0uy(x, y) = ν(x) íà AB,
ãäå ν(x)  íåïðåðûâíàß ôóíêöèß, äîïóñêàþùàß â òî÷êàõ x = 0 è x = 1 îáðàùåíèå â
áåñêîíå÷íîñòü èíòåãðèðóåìîãî ïîðßäêà;
113
4) u(x, y) íà σ è íà AC ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèß
u = ϕ(s) íà σ, u = ψ(x) íà AC.
Â ãèïåðáîëè÷åñêîé ÷àñòè D2 ñìåøàííîé îáëàñòè ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
u(x, y) =
x+y∫
0
ν(t) dt+ ψ
(x+ y
2
)
+ ψ
(x− y
2
)
− ψ(0) ((11))
êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè-Ãóðñà
uy(x, 0) = ν(x), u(x, y) = ψ(x) íàAC.
Â ýëëèïòè÷åñêîé ÷àñòè D1 ñìåøàííîé îáëàñòè
u(x, y) = − 1
2pi
∫
σ
ϕ(s)
∂G[ξ(s), η(s);x, y]
∂n
ds− 1
2pi
1∫
0
ν(t)G(t, 0;x, y) dt (11.12)
êàê ðåøåíèå çàäà÷è N
u = ϕ(s) íà σ, uy(x, 0) = ν(x) íà AB,
ãäå G[ξ, η;x, y]  ôóíêöèß Ãðèíà. Ïðèðàâíßåì íà AB ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß ïðè y → 0
ïðàâûõ ÷àñòåé ôîðìóë (11.11) è (11.12), ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñ ëîãàðèô-
ìè÷åñêèì ßäðîì
x∫
0
ν(t)dt− 1
pi
1∫
0
ν(t)[ln |t− x| − g(t, x)] dt = ϕ∗(x)− 2ψ
(x
2
)
+ ψ(0), (11.13)
ãäå
ϕ∗(x) = −
∫
σ
ϕ(s)
∂G[ξ(s), η(s); x, 0]
∂n
ds,
g(t, x)  "ðåãóëßðíàß" ÷àñòü ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèß ôóíêöèè Ãðèíà. Åñëè σ  íîð-
ìàëüíàß êðèâàß äëß óðàâíåíèß (11.10), òî g(t, x) = ln(t + x − 2tx). Â ýòîì ñëó÷àå
ÑÈÓ (11.13) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
µ(x) +
1
pi
1∫
0
µ(t)
( 1
t− x −
2x− 1
2tx− t− x
)
dt = ϕ∗(x)− 2ψ
(x
2
)
+ ψ(0)
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
µ(x) =
x∫
0
ν(t) dt,
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ðåøåíèå êîòîðîãî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â çàìêíóòîé ôîðìå (ñì. [79], 20). Â îáùåì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (11.13) òàêæå ñâîäèòñß ê ïîëíîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè îòíîñèòåëüíî
ôóíêöèè µ(·).
Åñëè ýòà ôóíêöèß íàéäåíà, òî ðåøåíèå çàäà÷è Òðèêîìè â îáëàñòè D2 ñðàçó îïðå-
äåëßåòñß ïî ôîðìóëå (11.11). ×òîáû ïîëó÷èòü èñêîìîå ðåøåíèå â D1, íóæíî ïåðåïè-
ñàòü ôîðìóëó (11.12) â âèäå
u(x, y) = − 1
2pi
∫
σ
ϕ(s)
∂G[ξ(s), η(s);x, y]
∂n
ds+
1
2pi
1∫
0
[ t∫
0
ν(τ)dτ
] d
dt
G[t, 0; x, y] dt.
Àíàëîãè÷íî äåëî îáñòîèò â ñëó÷àå çàäà÷è Òðèêîìè äëß îáîáùåííîãî óðàâíåíèß
Òðèêîìè
sgn y |y|muxx + uyy = 0, m > 0,
íî òîëüêî âìåñòî ïåðâîîáðàçíîé ôóíêöèè ν(·) èç óðàâíåíèß ñ ßäðîì Êîøè îïðåäå-
ëßåòñß åå äðîáíûé èíòåãðàë (ñì. [79], 21).
11.3. ÑÈÓ ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå
Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè ÑÈÓ ñî ñëîæíîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå, òåîðåòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ïðîâåäåíî â ãëàâå 9, íàèáîëåå ñëîæíàß ÷àñòü àëãîðèòìîâ 
÷èñëåííîå îáðàùåíèå óðàâíåíèé âèäà (9.2)
a(x)ν(x) +
b∫
a
ν(ξ)k(ξ, x) dξ = µ(x), x ∈ (a, b), (11.14)
ßäðî k(ξ, x) êîòîðûõ èìååò â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Íàïîìíèì, ÷òî ó
ôóíêöèè k(ξ, x) äîïóñêàþòñß îñîáåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî, ñòåïåííîãî è ñòåïåííî-
ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïîâ íà äèàãîíàëè (ïðè ξ = x) è íà ãðàíèöàõ (ξ, x = a, b) îáëàñòè
îïðåäåëåíèß. Êðîìå òîãî, ñëàãàåìûå ñ îñîáåííîñòßìè ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ ñîäåðæàò,
êàê ïðàâèëî, åùå è ôóíêöèè ñ ðàçðûâîì 1-ãî ðîäà ïðè ξ = x. Ïîýòîìó ïðè ðàçðàáîòêå
àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèß â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå òðåáóåòñß ïðîâåñòè
äîïîëíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå ßäðà óðàâíåíèß (11.14) è, âîçìîæíî, âûäåëèòü â âèäå
îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ ôóíêöèè, ñîäåðæàùèå îñîáåííîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî ßäðî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß (11.14) ìîæåò áûòü íàéäåíî ÷èñëåí-
íî (èç óðàâíåíèß (9.5), íàïðèìåð). Åñëè äëß ýòîãî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû, èçëî-
æåííûå â ãëàâå 10, òî â äàëüíåéøåì íåò íåîáõîäèìîñòè äîïîëíèòåëüíî èññëåäîâàòü
ñâîéñòâà ôóíêöèè k(ξ, x). Äåëî â òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå óðàâíåíèß ñ ßäðîì
Êîøè íà ñèñòåìå îòðåçêîâ áóäåò íàéäåíî â âèäå ñóììû îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ, ñîäåð-
æàùèõ îñîáåííîñòè. Ðàçóìååòñß, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ
òðåáóåò ñóùåñòâåííî áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ.
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïðè àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëîâ ñ îñî-
áåííîñòßìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ â ßäðå óäîáíî èñïîëüçîâàòü êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ
âåñîâûìè ôóíêöèßìè [154]
b∫
a
g(t)f(t) dt =
n∑
j=0
wjf(tj),
ãäå
w0 =
g2(t1)− g2(t0)
t1 − t0 − g1(t0),
wj =
g2(tj+1)− g2(tj)
tj+1 − tj −
g2(tj)− g2(tj−1)
tj − tj−1 , j = 1..n− 1,
wn = g1(tn)− g2(tn)− g2(tn−1)
tn − tn−1 ,
ãäå g1(·)  ïåðâîîáðàçíàß ôóíêöèè g(·), à g2(·)  ïåðâîîáðàçíàß ôóíêöèè g1(·). Â ðàáî-
òå [154] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß óðàâíåíèé
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå.
Êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû ñ âåñîâûìè êîýôôèöèåíòàìè ìîãóò áûòü òàêæå ðåêîìåí-
äîâàíû ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåãóëßðíîé ÷àñòè ïîëíîãî ñèíãóëßðíîãî èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèß ñ ßäðîì Êîøè ïðè íàëè÷èè â íåé ñëàãàåìûõ ñî ñëàáîé îñîáåííîñòüþ. Ïðè
ýòîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè ñ îñîáåííîñòßìè ëîãàðèôìè÷åñêîãî, ñòåïåííî-
ãî, ñòåïåííî-ëîãàðèôìè÷åñêîãî è ëþáîãî äðóãîãî òèïà, ëèøü áû òîëüêî ìîæíî áûëî
ïîëó÷èòü ßâíûå âûðàæåíèß ïåðâîîáðàçíûõ ýòèõ ôóíêöèé.
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Ãëàâà 12.
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß
ïëîñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè
Â êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè îáû÷íî òðåáóåòñß îïðåäåëèòü íàïðßæå-
íèß, âîçíèêàþùèå âäîëü ëèíèè (èëè âäîëü ïîâåðõíîñòè) ñîïðèêîñíîâåíèß äâóõ òåë,
õîòß áû îäíî èç êîòîðûõ ßâëßåòñß óïðóãèì Ëèíèß êîíòàêòà ìîæåò áûòü çàäàíà, íî â
îáùåì ñëó÷àå îíà òàêæå äîëæíà áûòü íàéäåíà. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî çàäàíû
ñèëû, ñæèìàþùèå ñîïðèêàñàþùèåñß òåëà.
Åñëè êîíòàêòíàß çàäà÷à ïîñòàâëåíà â óçêîì ñìûñëå ([104], ñ.281), òî èññëåäó-
þòñß íàïðßæåíèß è ïåðåìåùåíèß òîëüêî ãðàíè÷íûõ òî÷åê óïðóãèõ òåë. Ïðè ýòîì
â êà÷åñòâå ìîäåëè óïðóãîé ñðåäû âìåñòî ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèßìè âûáèðàþòñß ñóùåñòâåííî
áîëåå ïðîñòûå ñîîòíîøåíèß, ñâßçûâàþùèå íàïðßæåíèß è ïåðåìåùåíèß.
Îäíî èç êîíòàêòèðóåìûõ òåë (áîëüøåå ïî ðàçìåðàì) ïðèíßòî íàçûâàòü îñíîâà-
íèåì. Ïðè ýòîì çàäà÷à î êîíòàêòå äâóõ òåë èíòåðïðåòèðóåòñß êàê çàäà÷à î âäàâ-
ëèâàíèè òåëà (øòàìïà) â îñíîâàíèå. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîñòàòî÷íî ñ÷èòàòü,
÷òî îñíîâàíèåì ßâëßåòñß óïðóãàß ïîëóïëîñêîñòü (èëè ïîëóïðîñòðàíñòâî â ïðîñòðàí-
ñòâåííûõ çàäà÷àõ). Îãðàíè÷èìñß íèæå ñëó÷àåì ëèíåéíî-äåôîðìèðóåìîãî îñíîâàíèß
(ËÄÎ) (ñì. [99], [101], à òàêæå [104], ãë. 4): ïóñòü ïåðåìåùåíèß ãðàíè÷íûõ òî÷åê ëè-
íåéíî çàâèñßò îò çíà÷åíèé ðàñïðåäåëåííîé âäîëü ãðàíèöû ñèëû. Òîãäà â ïëîñêîì
îáùåì ñëó÷àå ïðè ôîðìàëèçàöèè êîíòàêòíîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî çíàòü ßäðî îñíîâà-
íèß  äâå ïàðû ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ ïåðåìåùåíèß â íàïðàâëåíèè îñåé êîîðäèíàò
òî÷êè x ïîä äåéñòâèåì ïàðû åäèíè÷íûõ ñèë, ïðèëîæåííûõ â òî÷êå t.
Â ãëàâå 12 ðàññìàòðèâàþòñß èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß ïëîñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàçëè÷íûõ ãèïîòåçàõ î ñâîé-
ñòâàõ ëèíåéíîãî äåôîðìèðóåìîãî îñíîâàíèß, â òîì ÷èñëå ñ ó÷åòîì ïîëçó÷åñòè è ñèë
òðåíèß. Íà ïðèìåðå èçâåñòíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì è ñòåïåííûì ßäðîì
ïîêàçàíû îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèß èçëîæåííîé ðàíåå òåîðèè ÑÈÓ ñî ñëîæíîé îñî-
áåííîñòüþ â ßäðå. Â ðàìêàõ êîíöåïöèè ëèíåéíî-äåôîðìèðóåìîãî îñíîâàíèß (ËÄÎ),
ðàçâèòîé â ðàáîòàõ Ã.ß. Ïîïîâà ([99], [100], [101] è äð.), ïðåäëîæåíû íîâûå ôîðìû çà-
ïèñè ßäåð îñíîâàíèß â âèäå êâàçèâûðîæäåííûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ è ñòåïåííûõ ßäåð,
êîòîðûå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè àïïðîêñèìàöèè áîëåå ñëîæíûõ ßäåð.
12.1. Êëàññè÷åñêèå ßäðà îñíîâàíèé
Ïóñòü â òî÷êå t ãðàíèöû óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ïðèëîæåíà íîðìàëüíàß ñîñðå-
äîòî÷åííàß åäèíè÷íàß ñèëà, è òî÷êà x ãðàíèöû ñìåùàåòñß ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå íà
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ðàññòîßíèå V (t, x) (ôóíêöèß V (t, x)  ßäðî îñíîâàíèß). Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì ñèëû
P â îñíîâàíèå âäàâëèâàåòñß øòàìï, ó÷àñòîê ãðàíèöû êîòîðîãî, âñòóïàþùèé â êîí-
òàêò ñ îñíîâàíèåì, îïèñûâàåòñß ôóíêöèåé f(·). Ïóñòü p(·)  íàãðóçêà, ðàñïðåäåëåííàß
âäîëü ó÷àñòêà êîíòàêòà L øòàìïà ñ îñíîâàíèåì. Òîãäà∫
L
p(t)V (t, x) dt = h− f(x), x ∈ L, (12.1)
ãäå ïîñòîßííàß h îïðåäåëßåò ïîñòóïàòåëüíîå ïåðåìåùåíèå øòàìïà (ìàêñèìóì ïå-
ðåìåùåíèé åãî ãðàíè÷íûõ òî÷åê). Çíà÷åíèå h ìîæåò áûòü çàäàíî, íî îáû÷íî îíî
îïðåäåëßåòñß â ïðîöåññå ðåøåíèß óðàâíåíèß (12.1). Èç óñëîâèß ðàâíîâåñèß øòàìïà
âåëè÷èíà ñæèìàþùåé ñèëû
P =
∫
L
p(t) dt. (12.2)
Îäíà èç ïåðâûõ ìîäåëåé ËÄÎ (êëàññè÷åñêîå îñíîâàíèå) îñíîâàíà íà ïðåäïîëîæå-
íèè î òîì, ÷òî
V (t, x) =
θ
pi
ln
1
|t− x| ,
ãäå θ = 2(1− µ2)/E, E  ìîäóëü óïðóãîñòè, µ  êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà. Òîãäà èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è çàïèñûâàåòñß â âèäå óðàâíåíèß (3.24)
θ
pi
∫
L
p(t) ln
1
|t− x| dt = f(x)− h, x ∈ L. (12.3)
Ïóñòü L = (a, b)  èíòåðâàë âåùåñòâåííîé îñè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì â ãëàâå
3 ìåòîäîì, íîâàß èñêîìàß ôóíêöèß
q(t) =
t∫
a
p(ξ) dξ, t ∈ (a, b),
ßâëßåòñß ðåøåíèåì ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
θ
pi
b∫
a
q(t) dt
t− x = f(x)− h+ P ln(b− x), x ∈ (a, b). (12.4)
Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèß
1
pi
b∫
a
f(x) dx√
(b− x)(x− a)
− h+ P ln b− a
4
= 0 (12.5)
ïîçâîëßåò îïðåäåëèòü ïåðåìåùåíèå øòàìïà h ïðè çàäàííîé ñæèìàþùåé ñèëå P èëè,
íàîáîðîò, îïðåäåëèòü P ïðè çàäàííîì h (ïîñêîëüêó ëèíèß êîíòàêòà îòíîñèòåëüíî
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ìàëà, îïèñàííàß â êîíöå ãëàâû 3 "ïàòîëîãèß" íå èìååò ìåñòà). Ðåøåíèå óðàâíåíèß
(12.4) â êëàññå ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ íà êîíöàõ èíòåðâàëà, èìååò âèä
θ
pi
q(t) = − 1
pi2
√
(b− t)(t− a)
b∫
a
f(x)− h+ P ln(b− x)√
(b− x)(x− a)
dx
x− t
è òîãäà
θ
pi
p(t) = − 1
pi2
√
(b− x)(x− a)
b∫
a
√
(b− t)(t− a)f ′(t)
t− x dt+
P
pi
√
(b− x)(x− a)
. (12.6)
Â ðàìêàõ îáùåé òåîðèè ËÄÎ [100], [101] â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
ðàññìàòðèâàþòñß òàêæå êâàçèêëàññè÷åñêîå ßäðî îñíîâàíèß
V (t, x) =
θν
ν|t− x|ν , 0 < ν < 1,
ãäå θν  íåêîòîðàß çàäàííàß ïîñòîßííàß (ïðè÷åì òàêàß, ÷òî θν → 1 ïðè ν → 0),
âèíêëåðîâñêîå îñíîâàíèå
V (t, x) = kδ(t− x),
ãäå δ(·)  δ-ôóíêöèß Äèðàêà è êîìáèíèðîâàííîå îñíîâàíèå
V (t, x) = kδ(t− x) + θ
pi
ln
1
|t− x| ,
ñîîòâåòñòâóþùåå ñëó÷àþ óïðóãîãî îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïîêðûòîãî âèí-
êëåðîâñêèì ñëîåì.
Â ñëó÷àå êâàçèêëàññè÷åñêîãî îñíîâàíèß ÑÈÓ (12.1) ïðèíèìàåò âèä
θν
ν
b∫
a
p(t) dt
|t− x|ν = f(x)− h, x ∈ (a, b). (12.7)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì â êîíöå ãëàâû 6, íîâàß èñêîìàß ôóíêöèß
q(x) =
x∫
a
p(t)
(b− x
x− t
)ν
dt, x ∈ (a, b) (12.8)
ßâëßåòñß ðåøåíèåì ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
(1− cos piν)q(x) + sin piν
pi
b∫
a
q(ξ) dξ
ξ − x =
ν
θν
{(b− x)ν [f(x)− h]− P}, x ∈ (a, b). (12.9)
×òîáû çàïèñàòü â ßâíîì âèäå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèß, íóæíî ïîñòðîèòü ðå-
øåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèß (12.9) è ïðèìåíèòü èçâåñòíóþ ôîðìóëó îáðà-
ùåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Àáåëß (12.8). Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çàïèñè ßâíîãî
ðåøåíèß óðàâíåíèß (12.7) ìîæíî íàéòè â [130], 30.
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Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûå â ãëàâàõ 10 è 11
àëãîðèòìû, à íå ïðèìåíßòü ôîðìóëû, äàþùèå ßâíûå ðåøåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îñîáåííîñòè àëãîðèòìîâ, ñâßçàííûå ñ íàëè÷èåì â ïðàâûõ
÷àñòßõ óðàâíåíèé ïîñòîßííîé h. Äëß ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî θ = θν = pi.
Íà÷íåì ñ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß ñî ñòåïåííûì ßäðîì
b∫
a
p(t) dt
|t− x|ν = νf(x)− νh, x ∈ (a, b). (12.10)
Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß ñ åäèíè÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [130],
ñ. 457)
p1(x) =
pi cos νpi
2
(x− a)(1−ν)/2(b− x)(1−ν)/2 .
Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèß â âèäå p(x) = p0(x) − νhp1(x),
ãäå p0(x)  ðåøåíèå óðàâíåíèß
b∫
a
p(t) dt
|t− x|ν = νf(x), x ∈ (a, b). (12.11)
Èç óñëîâèß (12.2) ñëåäóåò, ÷òî
νh
pi
cos
νpi
2
b∫
a
dt
(x− a)(1−v)/2(b− x)(1−ν)/2 =
b∫
a
p0(t) dt− P.
Îòñþäà, ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ðåøåíî óðàâíåíèå (12.11), îïðåäåëèòñß âåëè÷èíà ñäâè-
ãà øòàìïà h.
Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèß (12.11) íà (b−x)1−ν . Äëß íîâîé èñêîìîé ôóíêöèè
q(·) òàêîé, ÷òî
x∫
a
p0(t) dt
(x− t)ν = (b− x)
1−νq(x),
ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ÷àñòíîãî ñëó÷àß òîæäåñòâà (5.14)
b∫
x
p(t)
1
b− x
(b− x
t− x
)ν
dt = − cos piν
x∫
a
p(t)
1
b− x
(b− x
x− t
)ν
dt+
+
sin piν
pi
b∫
a
[ ξ∫
a
p(t)
1
b− ξ
(b− ξ
ξ − t
)ν
dt
] dξ
ξ − x
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
(1− cos piν)q(x) + sin piν
pi
b∫
a
q(ξ) dξ
ξ − x =
νf(x)
(b− x)1−ν , x ∈ (a, b).
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Ïîñêîëüêó åãî ïðàâàß ÷àñòü èìååò ñòåïåííóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå b, â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé 10.3
q(x) =
νf(b)
(b− a)1−ν
(x− a
b− x
)1−ν
+ q0(x),
ãäå q0(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß
(1− cos piν)q0(x) + sin piν
pi
b∫
a
q0(ξ) dξ
ξ − x =
νf(x)
(b− x)1−ν −
νf(b)
(b− a)1−ν
[(x− a
b− x
)1−ν
+ 1
]
íà (a, b), ïðè÷åì èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë q0(a) = 0, q0(b) = 0.
Äëß óðàâíåíèß ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì
b∫
a
p(t) ln
1
|t− x| dt = f(x)− h, x ∈ (a, b), (12.12)
òàêæå èçâåñòíî ðåøåíèå ïðè åäèíè÷íîé ïðàâîé ÷àñòè, îíî èìååò âèä (åñëè òîëüêî
b− a 6= 4 !)
p1(x) = − 1
pi ln b−a
4
1√
(b− x)(x− a)
.
Òîãäà p(x) = p0(x)− hp1(x), ãäå p0(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß
b∫
a
p0(t) ln
1
|t− x| dt = f(x), x ∈ (a, b).
Ïîýòîìó p0(x) = q′(x), ãäå q(·)  ðåøåíèå óðàâíåíèß
b∫
a
q(t) dt
t− x = f(x) + q(b) ln(b− x), x ∈ (a, b),
ïðè÷åì q(a) = 0 è, êàê ñëåäóåò èç óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß,
q(b) = − 1
pi ln b−a
4
b∫
a
f(t) dt√
(b− t)(t− a)
.
Òîãäà èç óñëîâèß (12.2) ðàâíîâåñèß øòàìïà
h = [P − q(b)] ln b− a
4
= P ln
b− a
4
+
1
pi
b∫
a
f(t) dt√
(b− t)(t− a)
,
÷òî ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëå (12.5).
Íà ðèñ. 7 ïîêàçàí ñïëîøíîé ëèíèåé ãðàôèê ðàññ÷èòàííîãî ðàñïðåäåëåíèß äàâëå-
íèß âäîëü ëèíèè êîíòàêòà æåñòêîãî ïðßìîóãîëüíîãî øòàìïà ñ êëàññè÷åñêèì ËÄÎ.
Ïóíêòèðíàß ëèíèß ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ ÑÈÓ, âû÷èñëåííîìó ïî òî÷íîé ôîðìóëå
(12.6). Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèß â îêðåñòíîñòßõ òî÷åê a è b
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 ñëåäñòâèå óõóäøåíèß òî÷íîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèß
íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèß ôóíêöèè.
Íà ðèñ. 8 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ðàñïðåäåëåíèß äàâëåíèß äëß æåñòêîãî ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî øòàìïà, ãðàíèöà êîòîðîãî çàäàíà ôóíêöèåé f(x) = mx2 ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèßõ
êîýôôèöèåíòà m.
Íà ðèñ. 9 äàíû ðàñïðåäåëåíèß äàâëåíèß âäîëü ãðàíèöû ïðßìîóãîëüíîãî øòàìïà,
âäàâëèâàåìîãî ñ îäíîé è òîé æå ñèëîé â êâàçèêëàññè÷åñêîå îñíîâàíèå, ïðè ðàçíûõ
çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðà ν.
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12.2. Êâàçèâûðîæäåííîå ëîãàðèôìè÷åñêîå ßäðî îñíîâàíèß
Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ßäðà îñíîâàíèß êâàçèâûðîæäåííîå ëîãàðèôìè÷åñêîå ßäðî
(ðàçäåë 9.3), îãðàíè÷èâøèñü ñëó÷àåì, êîãäà â êàæäîé ñóììå ñîäåðæèòñß òîëüêî îäíî
ñëàãàåìîå
V (t, x) = −c1(t)
t∫
A
b1(τ) dτ
τ − x + c2(t)
B∫
t
b2(τ) dτ
τ − x , t, x ∈ [A,B], (12.13)
çäåñü [A,B]  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè c1(·), c2(·), b1(·),
b2(·) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ Ãåëüäåðà íà [A,B] è b1(A) = 0 , b2(B) = 0 (ïðè ýòîì ßä-
ðî (13) íå èìååò ëîãàðèôìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé íà ãðàíèöå êâàäðàòà [A,B]× [A,B]).
Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
c1(·) ≡ 1, c2(·) ≡ 1, b1(t) = t− A
B − A, b2(t) =
B − t
B − A,
è òîãäà
V (t, x) =
x− A
B − A ln
x− A
|t− x| +
B − x
B − A ln
B − x
|t− x| − 1, t, x ∈ [A,B]. (12.14)
Çàìåòèì, ÷òî ßäðî (12.13) îòëè÷àåòñß îò ßäðà êëàññè÷åñêîãî îñíîâàíèß ïðåæäå âñåãî
òåì, ÷òî îáðàùàåòñß â íóëü ïðè |x| → ∞.
Ïóñòü â îñíîâàíèå ñ ßäðîì (12.13) âäàâëèâàåòñß æåñòêèé øòàìï, ïðè÷åì ïðîåê-
öèß íà îñü àáñöèññ ëèíèè åãî êîíòàêòà ñ îñíîâàíèåì [α, β] íå âûõîäèò çà ïðåäåëû
èíòåðâàëà (A,B). Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà ðåøåíèß ÑÈÓ êîíòàêòíîé çàäà÷è
β∫
α
p(t)
[
−c1(t)
t∫
A
b1(τ) dτ
τ − x + c2(t)
B∫
t
b2(τ) dτ
τ − x
]
dt = f(x)− h, x ∈ (α, β), (12.15)
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ãäå f(·)  ïðîôèëü íèæíåé ÷àñòè øòàìïà è h  ïåðåìåùåíèå øòàìïà.
Ïåðåïèøåì ßäðî óðàâíåíèß (12.15) òàê:
−c1(t)
t∫
α
b1(τ) dτ
τ − x − c1(t)I1(x) + c2(t)
β∫
t
b2(τ) dτ
τ − x + c2(t)I2(x),
I1(x) =
α∫
A
b1(τ) dτ
τ − x , I2(x) =
B∫
β
b2(τ) dτ
τ − x .
Ïåðåñòàâèì èíòåãðàëû è ïîëó÷èì
β∫
α
q(τ) dτ
τ − x = f(x)− h+ C1I1(x)− C2I2(x), x ∈ (α, β), (12.16)
ãäå
q(τ) = −b1(τ)
β∫
τ
p(t)c1(t) dt+ b2(τ)
τ∫
α
p(t)c2(t) dt, (12.17)
C1 =
β∫
α
p(t)c1(t) dt, C2 =
β∫
α
p(t)c2(t) dt.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèß (12.16) â êëàññå îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, óäî-
âëåòâîðßþùèõ óñëîâèþ Ãåëüäåðà. Çàïèøåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åãî
ðàçðåøèìîñòè
β∫
α
f(x)− h+ C1I1(x)− C2I2(x)√
(β − x)(x− α)
dx = 0
è ó÷òåì, ÷òî
β∫
α
dx√
(β − x)(x− α)
= pi,
β∫
α
1√
(β − x)(x− α)
dx
x− τ = 0
(ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñëåäñòâèå ôîðìóëû (2.6)). Ïîýòîìó
β∫
α
I1(x) dx√
(β − x)(x− α)
= 0,
β∫
α
I2(x) dx√
(β − x)(x− α)
= 0.
Äåéñòâèòåëüíî,
β∫
α
I1(x) dx√
(β − x)(x− α)
=
β∫
α
( α∫
A
b1(τ) dτ
τ − x
)
dx√
(β − x)(x− α)
=
=
α∫
A
b1(τ)
(
−
β∫
α
1√
(β − x)(x− α)
dx
x− τ
)
dτ = 0.
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Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî. Òîãäà
h =
1
pi
β∫
α
f(x) dx√
(β − x)(x− α)
. (12.18)
Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóëû (12.18) îïðåäåëßåòñß ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå øòàìïà
h, èëè, åñëè h çàäàíî, îïðåäåëßþòñß ãðàíèöû îáëàñòè êîíòàêòà.
Ñðàâíèì êîýôôèöèåíòû ïðè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèßõ ñïðàâà è ñëåâà â óðàâ-
íåíèè (12.16) è ïîëó÷èì ðàâåíñòâà q(α) = −b1(α)C1, q(β) = b2(β)C2. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, êîãäà c1(·) ≡ 1, c2(·) ≡ 1, èìååì C1 = C2 = P . Ïðè ýòîì îïðåäåëßþòñß çíà÷å-
íèß q(α), q(β) è òîãäà ðåøåíèå ÑÈÓ (12.16) ìîæåò áûòü íàéäåíî àíàëèòè÷åñêè èëè
÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà, èçëîæåííîãî â ãëàâå 10. Èç (12.17) ñëåäóåò, ÷òî
q(τ) = [b1(τ) + b2(τ)]
τ∫
α
p(t) dt− b1(τ)P
è
p(t) =
d
dt
(
q(t) + b1(t)P
b1(t) + b2(t)
)
(b1(t) + b2(t) 6= 0). (12.19)
Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß Âîëüòåððà ñ
âûðîæäåííûì ßäðîì (12.17) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñß òåîðåìîé 8.4. Íî ïðîùå âñåãî
âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèß. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (12.17)
q′(τ) = −b′1(τ)
β∫
τ
p(t)c1(t)dt+b1(τ)c1(τ)p(τ)+b
′
2(τ)
τ∫
α
p(t)c2(t)dt+b2(τ)c2(τ)p(τ) (12.20)
è èñêëþ÷èì èç ðàâåíñòâ (12.17) è (12.20) èíòåãðàë îò τ äî β. Ïîëó÷èì íà α, β]
[b1(τ)c1(τ) + b2(τ)c2(τ)]p(τ) + [b
′
2(τ)−
b′1(τ)
b1(τ)
b2(τ)]
τ∫
α
p(t)c2(t) dt = q
′(τ)− b
′
1(τ)
b1(τ)
q(τ).
Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 7.1, ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèß ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è
ìîæåò áûòü çàïèñàíî ïî ôîðìóëå (7.7) ïðè
a(τ) = b1(τ)c1(τ) + b2(τ)c2(τ), b(τ) = b
′
2(τ)−
b′1(τ)
b1(τ)
b2(τ), c(τ) = c2(τ),
åñëè òîëüêî a(τ) 6= 0.
Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ
F (x) = {fA(x), x ∈ [A,α], f(x)− h, x ∈ [α, β], fB(x), x ∈ [β,B]},
ãäå fA(·), fB(·)  ãëàäêèå ôóíêöèè, ñîïðßãàþùèå ëèíèþ êîíòàêòà ñ ãðàíèöåé îñíî-
âàíèß. Òîãäà èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è çàïèøåòñß â âèäå
B∫
A
p(t)
[
−c1(t)
t∫
A
b1(τ) dτ
τ − x + c2(t)
B∫
t
b2(τ) dτ
τ − x
]
dt = F (x), x ∈ (A,B), (12.21)
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ãäå p(·)  èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèß (îáëàñòü îïðåäåëåíèß ýòîé ôóíêöèè ðàñ-
øèðåíà äî âñåãî îòðåçêà [A,B]).
Ðåøåíèå p(·) óðàâíåíèß (12.21) äîëæíî áûòü òàêèì, ÷òîáû ðàâíîäåéñòâóþùèå
ñèë äàâëåíèß íà îòðåçêàõ [A,α] è [β,B] èìåëè çíà÷åíèß, áëèçêèå ê íóëþ. Ýòî ìîæåò
áûòü îáåñïå÷åíî çà ñ÷åò òàêîãî âûáîðà ôóíêöèé fA(·) è fB(·), ÷òîáû ñîîòâåòñòâóþùèå
ó÷àñòêè ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè èìåëè ìèíèìàëüíóþ óïðóãóþ ýíåðãèþ (â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðèíöèïîì ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì â ãëàâå 9, ÑÈÓ (12.21) òàêæå ýêâèâàëåíòíî óðàâ-
íåíèþ ñ ßäðîì Êîøè
B∫
A
q(τ) dτ
τ − x = F (x), x ∈ (A,B), (12.22)
ãäå
−b1(τ)
B∫
τ
c1(t)p(t) dt+ b2(τ)
τ∫
A
c2(t)p(t) dt = q(τ), τ ∈ [A,B]. (12.23)
Åñëè óðàâíåíèå (12.22) èìååò îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå, òî q(A) = 0, q(B) = 0. Èç
óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè
B∫
A
F (x) dx√
(B − x)(x− A)
= 0,
êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, îïðåäåëßåòñß âåëè÷èíà h.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èñêîìîå ðåøåíèå
p(τ) = q′(τ) +
Q
2
, τ ∈ (−1, 1), Q =
B∫
A
p(t) dt.
Ýòà âåëè÷èíà íå çàäàåòñß â óñëîâèè êîíòàêòíîé çàäà÷è, íî ëåãêî âèäåòü, ÷òî
Q =
2
β − α [P − q(β) + q(α)].
Ïðè ïðèáëèæåííûõ ðàñ÷åòàõ ìîæíî ïîëîæèòü Q = P .
Ñðàâíèì îáà ñïîñîáà ðåøåíèß ÑÈÓ (12.15). Ðàññìîòðèì èçâåñòíûé ïðèìåð [153].
Ïóñòü f(x) = mx2, m > 0 (ïàðàáîëè÷åñêèé â ïëàíå øòàìï) è îáëàñòü êîíòàêòà
ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. α = −β. Âûáåðåì êâàçèëîãà-
ðèôìè÷åñêîå ßäðî îñíîâàíèß âèäà (12.14). Áóäåì ñ÷èòàòü äëß îïðåäåëåííîñòè, ÷òî
A = −1, B = 1.
Òàê êàê
1∫
−1
x2 dx√
1− x2 =
pi
2
,
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òî èç (12.18) ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî h = m/2. Òîãäà
I1(x) =
1− β
2
+
1 + x
2
ln
β + x
1 + x
, I2(x) = −1− β
2
− 1− x
2
ln
β − x
1− x ,
è ïåðâûé ñïîñîá ïðèâîäèò ê ÑÈÓ
β∫
−β
q(τ) dτ
τ − x = m(x
2 − 1
2
) + P [
1 + x
2
ln
β + x
1 + x
+
1− x
2
ln
β − x
1− x + 1− β], (12.24)
ïðè ýòîì íåîáõîäèìî q(−β) = P (β − 1)/2, q(β) = P (1 − β)/2. ×òîáû â ñèììåòðè÷-
íîì ñëó÷àå ïðè ÷åòíîé ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß ïîëó÷èòü óñòîé÷èâûé ðàñ÷åòíûé
àëãîðèòì, ïðèìåíèì ñëåäóþùèé ïðèåì. Ïðè x = 0 èç (12.24) ñëåäóåò, ÷òî
β∫
−β
q(τ)
τ
dτ = −m
2
+ P (ln β + 1− β).
Òîãäà
β∫
−β
q(τ)
τ
dτ
τ − x = mx+ P [
1 + x
2
ln
β + x
1 + x
+
1− x
2
ln
β − x
1− x − ln β]/x.
Ïî ðåøåíèþ q(·) ýòîãî óðàâíåíèß, êàê ñëåäóåò èç ôîðìóëû (12.19), âû÷èñëßåòñß ðå-
øåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèß
p(τ) = q′(τ) +
P
2
, τ ∈ (α, β). (12.25)
Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âûáåðåì ôóíêöèè
fA(x) = k1(1 + x)
3 + k2(1 + x)
2, fB(x) = k1(1− x)3 + k2(1− x)2,
ãäå èç óñëîâèé ñîïðßæåíèß ëèíèé â òî÷êàõ α è β
k1 =
2(h−mβ)
(1 + β)3
, k2 =
m(m+ 2)β − 3h
(1− β)2 .
Èç óñëîâèß ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèß (12.22) íàéäåì çíà÷åíèå h. Ïðèìåíèì òîò æå
ïðèåì, ÷òî è âûøå, è ïðèäåì ê ÑÈÓ
1∫
−1
q(τ)
τ
dτ
τ − x = G(x), x ∈ (−1, 1),
ãäå
G(x) =

(fA(x) + h)/x, x ∈ [−1,−β];
mx, x ∈ [−β, β];
(fB(x) + h)/x, x ∈ [β, 1].
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Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíû ãðàôèêè ôóíêöèé p(·), çíà÷åíèß êîòîðûõ áûëè âû÷èñëåíû
ïåðâûì (ñïëîøíàß ëèíèß) è âòîðûì (ïóíêòèðíàß ëèíèß) ñïîñîáàìè.
12.3. Äðóãèå ìîäåëè ßäðà îñíîâàíèß
Â ðàçäåëå 12.2 ðàññìàòðèâàëñß â îñíîâíîì ÷àñòíûé ñëó÷àé (12.14) êâàçèâûðîæ-
äåííîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî ßäðà îñíîâàíèß (12.13). Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè c1(·),
c2(·), b1(·), b2(·) ìîãóò áûòü çàäàíû òàê, ÷òîáû ßäðî îñíîâàíèß âèäà (12.13) ñîîòâåò-
ñòâîâàëî óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè ñ èíûìè ñâîéñòâàìè. Çà ñ÷åò âûáîðà ýòèõ ôóíêöèé
ìîæíî çàäàòü çàêîí èçìåíåíèß ìîäóëß óïðóãîñòè ñðåäû â íàïðàâëåíèè îñè x (âäîëü
ãðàíèöû ïîëóïëîñêîñòè).
Ïîêàæåì, ÷òî ñòåïåííîé çàêîí èçìåíåíèß ìîäóëß óïðóãîñòè â íàïðàâëåíèè îñè y
òàêæå ìîæåò áûòü ó÷òåí â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
b1(τ) =
( t− τ
τ − A
)−ν
, b2(τ) =
(B − τ
τ − t
)ν
, 0 < ν < 1.
Òîãäà ïî ôîðìóëàì (2.8) è (2.9)
V (t, x) =
pi
sin νpi
×

c1(t) cos νpi
(x− A
t− x
)ν
+ c2(t)
(B − x
t− x
)ν − c1(t)− c2(t), x ∈ (A, t),
c1(t)
(x− A
x− t
)ν
+ c2(t) cos νpi
(B − x
x− t
)ν − c1(t)− c2(t), x ∈ (t, B).
Íîðìèðîâêà ßäðà îñíîâàíèß îáåñïå÷èâàåòñß çà ñ÷åò âûáîðà ôóíêöèé c1(·) è c2(·). Â
ýòîì ñëó÷àå ÑÈÓ êîíòàêòíîé çàäà÷è òàêæå ýêâèâàëåíòíî äâóì èíòåãðàëüíûì óðàâ-
íåíèßì, îäíî èç êîòîðûõ  ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ïîñòîßííûìè â
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ïðàâîé ÷àñòè, à äðóãîå
β∫
α
p(t)W (t, τ) dt = q(τ), τ ∈ (α, β),
ãäå
W (t, τ) =
{
−c1(t)
(τ − A
t− τ
)ν
, t ∈ (τ, β), c2(t)
(B − τ
τ − t
)ν
, t ∈ (α, τ)
}
.
Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ν íå ßâëßåòñß ïîñòîßííîé, à çàâèñèò îò y, íóæíî âçßòü
â êà÷åñòâå ßäðà îñíîâàíèß êâàçèâûðîæäåííîå ñòåïåííîå ßäðî. Â ñàìîì îáùåì ñëó-
÷àå, êîãäà çàäàíà ôóíêöèß V (t, x) ñëîæíîé ñòðóêòóðû, ìîæíî çàìåíèòü åå ñêîëü
óãîäíî áëèçêèì êâàçèâûðîæäåííûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì, êâàçèâûðîæäåííûì
ñòåïåííûì ßäðîì èëè èõ ñóììîé. Òîãäà ïðîöåññ ðåøåíèß èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß
êîíòàêòíîé çàäà÷è òàêæå áóäåò ñâåäåí ê äâóì ýòàïàì: îáðàùåíèþ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà ñ ßäðîì Êîøè è ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèß
òèïà Âîëüòåððà ñ âûðîæäåííûì ßäðîì.
Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà â êîíòàêòíîé çàäà÷å ó÷èòûâàþòñß áîêîâûå (êàñà-
òåëüíûå) ïåðåìåùåíèß òî÷åê ãðàíèöû äåôîðìèðóåìîãî îñíîâàíèß. Â îáùåì ñëó÷àå
ñâîéñòâà ËÄÎ ìîãóò áûòü çàäàíû ßäðîì îñíîâàíèß â âèäå ôóíêöèîíàëüíîé ìàòðèöû Vxx(t, x) Vxy(t, x)Vyx(t, x) Vyy(t, x)
 ,
ãäå ïåðâûé èíäåêñ óêàçûâàåò íà íàïðàâëåíèå åäèíè÷íîé ñèëû, ïðèëîæåííîé â òî÷êå
t, à âòîðîé  íàïðàâëåíèå ïåðåìåùåíèß òî÷êè x. Äëß èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà
ñ ìîäóëåì óïðóãîñòè, èçìåíßþùèìñß ïî çàêîíó E = E0yν , 0 < ν < 1 (êâàçèêëàññè-
÷åñêîå îñíîâàíèå) ìàòðè÷íîå ßäðî ïîñòðîåíî â [101], ï.9.3,
Vxx(t, x) =
θ1ν
ν|t− x|ν , Vyy(t, x) =
θν
ν|t− x|ν , Vxy(t, x) = −Vyx(t, x) =
θ0ν sgn(t− x)
ν|t− x|ν ,
ãäå θν , θ0ν , θ1ν  ñâßçàííûå äðóã ñ äðóãîì çàäàííûå ïîñòîßííûå.
Ïóñòü py(·)  âåðòèêàëüíàß è px(·)  ãîðèçîíòàëüíàß êîìïîíåíòû äàâëåíèß, ðàñ-
ïðåäåëåííîãî âäîëü ëèíèè êîíòàêòà L. Òîãäà êîíòàêòíàß çàäà÷à ñâîäèòñß ê ñèñòåìå
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé∫
L
px(t)Vxx(t, x) dt+
∫
L
py(t)Vyx(t, x) dt = fx(x)− hx, x ∈ L,
∫
L
px(t)Vxy(t, x) dt+
∫
L
py(t)Vyy(t, x) dt = fy(x)− hy, x ∈ L,
ãäå fx(x) è fy(x)  ïåðåìåùåíèß ãðàíè÷íîé òî÷êè x â íàïðàâëåíèè îñåé x è y, à hx è
hy  ïîñòóïàòåëüíûå ïåðåìåùåíèß øòàìïà â íàïðàâëåíèè îñåé x è y ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì ïëîñêîé çàäà÷è î âäàâëèâàíèè ñöåïëåííîãî øòàìïà, ðàñ-
ñìîòðåííûì â [101], ï.10.1, ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîñèëüíà îäíîìó
èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ, íî äëß êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.
Äåéñòâèòåëüíî, ñëîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñî âòîðûì, óìíîæåííûì íà i, è ïîëó-
÷èì ∫
L
p(t)V1(t, x) dt+
∫
L
p(t)V2(t, x) dt = f(x)− h, x ∈ L,
ãäå p(·) = px(·) + ipy(·), f(·) = fx(·) + ify(·), h = hx + ihy è
V1(t, x) =
1
2
(Vxx(t, x) + iVxy(t, x)− iVyx(t, x) + Vyy(t, x)) ,
V2(t, x) =
1
2
(Vxx(t, x) + iVxy(t, x) + iVyx(t, x)− Vyy(t, x))
 îáîáùåííûå ßäðà îñíîâàíèß.
Êàæäàß èç ôóíêöèé V1(t, x) è V2(t, x) ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ëîãàðèôìè÷åñêîå
èëè ñòåïåííîå ßäðî â âèäå ñóììû äâóõ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûìè
ïðåäåëàìè
Vj(t, x) =
∫
At
kAj(τ, t) dτ
τ − x +
∫
tB
kBj(τ, t) dτ
τ − x , t, x ∈ AB,
ãäå AB  ãëàäêàß äóãà, ðàñïîëîæåííàß âäîëü ãðàíèöû ËÄÎ. Òàêîå ïðåäñòàâëå-
íèå óäîáíî òåì, ÷òî ïîçâîëßåò èñïîëüçîâàòü îáùèé ïîäõîä êàê â ñëó÷àå îñíîâàíèß-
ïîëóïëîñêîñòè, òàê è â ñëó÷àå îñíîâàíèß ñ ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöåé. Çàìåòèì, ÷òî
ïðîáëåìà âûáîðà ßäåð îñíîâàíèß Vj(t, x) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé ãðàíèöû îñíîâà-
íèß, êîãäà òðåáóåòñß ó÷åñòü êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèß åå òî÷åê, ïîëíîñòüþ ïîêà íå
ðåøåíà. Çà ñ÷åò âûáîðà ßäåð îñíîâàíèß ìîæíî ó÷åñòü è âëèßíèå ñèë òðåíèß ïðè
ñêîëüæåíèè øòàìïà.
Äëß èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð. Ïóñòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
êîíòàêòíîé çàäà÷è ∫
ab
p(τ)V (τ, ξ) dτ = f(ξ)− h, ξ ∈ ab,
ãäå
V (τ, ξ) = −
∫
At
τ − A
B − A
dτ
τ − ξ +
∫
tB
B − τ
B − A
dτ
τ − ξ , τ, ξ ∈ AB.
Ïîâòîðèì âñå ðàññóæäåíèß ðàçäåëà 12.2 è ñâåäåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ê äâóì äðóãèì:
ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè è èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ òèïà Âîëüòåððà.
Ïóñòü ab  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè è f(ξ) = nξ + imξ2, ãäå n è m  çàäàííûå
ïîñòîßííûå. Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå îïðåäåëßåò áîêîâîå ïåðåìåùåíèå ãðàíè÷íûõ òî-
÷åê óïðóãîãî òåëà, ìîäåëèðóß òåêó÷åñòü, à âòîðîå çàäàåò ôîðìó øòàìïà. Ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 11: âåðõíßß ëèíèß  y-êîìïîíåíòà äàâëåíèß, íèæíßß 
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x-êîìïîíåíòà. Íà ðèñ. 12 äëß òîãî æå ñëó÷àß ïîêàçàíû íîðìàëüíàß (âåðõíßß ëèíèß
íà ðèñóíêå) è êàñàòåëüíàß (íèæíßß ëèíèß) êîìïîíåíòû, ïåðåñ÷èòàííûå ñ ó÷åòîì
ôîðìû øòàìïà.
×òîáû ó÷åñòü òðåíèå, íóæíî çàäàòü ñâßçü ìåæäó íîðìàëüíîé è êàñàòåëüíîé ñî-
ñòàâëßþùèìè ðàñïðåäåëåííîé âäîëü ó÷àñòêà êîíòàêòà ñèëû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàí-
íûìè óñëîâèßìè êîíòàêòà. Íà ðèñ. 13 ïîêàçàíû íîðìàëüíàß è êàñàòåëüíàß ñîñòàâëß-
þùàß äàâëåíèß â òîì æå ïðèìåðå, íî ñ ó÷åòîì ñèëû òðåíèß (âûáðàí êîýôôèöèåíò
òðåíèß 0.2).
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Íàêîíåö, íà ðèñ. 14 äàíû ãðàôèêè êîìïîíåíò äàâëåíèß â ñëó÷àå, êîãäà ãðàíè-
öåé îñíîâàíèß ßâëßåòñß îêðóæíîñòü áîëüøîãî ðàäèóñà. Â ïåðâîì ñëó÷àå (ñïëîøíûå
ëèíèè) ãðàíèöà îñíîâàíèß ßâëßåòñß âûïóêëîé ïî îòíîøåíèþ ê øòàìïó, âî âòîðîì
(ïóíêòèðíûå ëèíèè)  âîãíóòîé.
Ïî òîé æå ñõåìå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà øòàìï âðàùàåòñß âîêðóã
ôèêñèðîâàííîé òî÷êè. Ïðè ýòîì, êðîìå ðàâíîäåéñòâóþùåé ïðèëîæåííûõ ê øòàìïó
ñèë, äîëæåí áûòü çàäàí ãëàâíûé ìîìåíò, à â ïðàâîé ÷àñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèß ïîßâèòñß åùå îäíà íåèçâåñòíàß âåëè÷èíà  óãîë ïîâîðîòà øòàìïà. Êîíòàêòíàß
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çàäà÷à â ñëó÷àå, êîãäà ëèíèß êîíòàêòà ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ, ðàññìàòðè-
âàåòñß òî÷íî òàê æå. Ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé ïðè ýòîì íå âîçíèêàåò, òîëüêî
ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàþòñß òðåáóåìûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû ïðè ïðîâåäåíèè
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
12.4. Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèß è áèáëèîãðàôè÷åñêèå óêàçàíèß
Êàê îòìå÷àåò Ä.È. Øåðìàí â î÷åðêå "Î ñòàíîâëåíèè ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â òåîðèè óïðóãîñòè" (ïðåäèñëîâèå ê êíèãå [69]), ïåðâûå ïîïûòêè ïðèìåíåíèß
ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè áûëè
ïðåäïðèíßòû ñðàçó ïîñëå ïîßâëåíèß òåîðèè Ôðåäãîëüìà. Êàê è ïðè ðåøåíèè ìíî-
ãèõ äðóãèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ìåòîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îñíîâàí
íà ïðåäñòàâëåíèè èñêîìûõ ðåøåíèé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè â âèäå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, ßäðàìè êîòîðûõ ßâëßþò-
ñß ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèß (ôóíêöèè âëèßíèß) èëè ôóíêöèè Ãðèíà íåêîòîðûõ
âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷. Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â òåõ ñëó÷àßõ, êîãäà ßäðà èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîãóò áûòü çàïèñàíû àíàëèòè÷åñêè, îñòàåòñß ïðîáëåìà ìíîãî-
êðàòíîãî âû÷èñëåíèß èõ çíà÷åíèé ïðè ðåàëèçàöèè àëãîðèòìîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèß.
Ïåðâàß ïëîñêàß êîíòàêòíàß çàäà÷à (î äàâëåíèè öèëèíäðà íà óïðóãóþ ïî÷âó) áûëà
ïîñòàâëåíà è ðåøåíà Ñ.À. ×àïëûãèíûì (1900 ã.). Èçëîæåííûå â êíèãå È.ß. Øòàåð-
ìàíà "Êîíòàêòíàß çàäà÷à òåîðèè óïðóãîñòè" [153] ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ìåòîäû ðåøå-
íèß ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíãóëßðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñûãðàëè âàæíóþ ðîëü
â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèßõ ìíîãèõ àâòîðîâ. Â êíèãå [104] äàí èñ÷åðïûâàþùèé îá-
çîð ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé (äî 1976 ã.) êîíòàêòíûõ ñòàòè÷åñêèõ, äèíàìè÷åñêèõ è
òåìïåðàòóðíûõ çàäà÷ äëß óïðóãèõ, âßçêîóïðóãèõ è ïëàñòè÷åñêèõ òåë. Íåêîòîðûå èç
ðàííèõ ðàáîò áûëè ïåðå÷èñëåíû âî ââåäåíèè ê ãëàâå 3. Ññûëêè íà áîëåå ïîçäíèå ðà-
áîòû ìîæíî íàéòè â êíèãàõ Ë.À. Ãàëèíà [14], [15] è Ã.ß. Ïîïîâà [99], [100]. Îòìåòèì
îñîáî ðàáîòó Â.Ä. Êóïðàäçå [50], ãäå ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèß êîíòàêòíûõ çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè, îòëè÷àþùèéñß ïðîñòîòîé è óíèâåðñàëüíîñòüþ.
Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà÷è î äåéñòâèè ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëû íà ãðàíèöó
óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè èçâåñòíî, îíî ìîæåò áûòü íàéäåíî ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèß
Ôóðüå (ñì., íàïðèìåð, [2], 58). Íî ïðè ïîïûòêå èñïîëüçîâàòü ýòî ðåøåíèå â êà÷åñòâå
ßäðà îñíîâàíèß âîçíèêàþò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Â
ðàáîòå Í.À. Ðîñòîâöåâà [105] ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è î äåéñòâèè íîðìàëüíîé
ñèëû íà ïîëóïðîñòðàíñòâî ñî ñòåïåííûì çàêîíîì èçìåíåíèß ìîäóëß óïðóãîñòè.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, f(·) ≡ const) ðåøåíèå (12.6)
óðàâíåíèß (12.3) íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïîäõîäå ê ãðàíèöàì ó÷àñòêà êîíòàê-
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òà. Â [153], ñ. 115 ýòî îáñòîßòåëüñòâî êîììåíòèðóåòñß òàê: "Â äåéñòâèòåëüíîñòè ðå-
àëüíûé ïðîôèëü óïðóãîãî òåëà íèêîãäà íå áóäåò èìåòü óãëîâûõ òî÷åê, òàê ÷òî êëèí
èëè øòàìï, èìåþùèé â ñå÷åíèè ïðßìûå óãëû, ßâëßþòñß àáñòðàêöèßìè, êîòîðûå è
ïðèâîäßò ïðè ðåøåíèè êîíòàêòíîé çàäà÷è è íåðåàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèß â
îáëàñòè êîíòàêòà". Â äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèßõ ðàçíûõ àâòîðîâ áûëè ïðåäïðèíßòû
ïîïûòêè óñòðàíèòü ýòîì íåäîñòàòîê.
Â [153] áûëî ïðåäëîæåíî ðàññìàòðèâàòü øòàìï, ïðîôèëü êîòîðîãî îãðàíè÷åí ïî
êðàßì ó÷àñòêàìè ïàðàáîë. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî øèðèíà îáëàñòè êîíòàê-
òà íåèçâåñòíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ÷åì êðó÷å çàêðàèíû, òåì áîëüøå çíà÷åíèß èñêîìîé
ôóíêöèè â îêðåñòíîñòè êîíöåâûõ òî÷åê. Â êíèãå [29] áûëî âïåðâûå îïèñàíî óïðóãîå
êîìáèíèðîâàííîå îñíîâàíèå ñ òîé æå öåëüþ  óñòðàíèòü íåäîñòàòîê êëàññè÷åñêîé
ìîäåëè. Â áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè (ñì. [14], ãë. 1, 12) ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ëèíèß êîí-
òàêòà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé, íà îäíîé èç êîòîðûõ èìååò ìåñòî ñöåïëåíèå, à íà äâóõ
äðóãèõ  òðåíèå.
Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñî ñòåïåííûì ßäðîì
α∫
−α
p(t) dt
|t− x|1−µ = [h− f(x)]
µ, x ∈ (−α, α),
áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [3] ïðè ðåøåíèè ïëîñêîé êîíòàêòíîé çàäà÷è òåîðèè ïëàñòè÷-
íîñòè ñî ñòåïåííûì óïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà. Ê óðàâíåíèþ âèäà∫
L
[a2 − sgn(t− x)a1]µp(t)dt
|t− x|1−µ = g(x), x ∈ L,
ïðàâàß ÷àñòü êîòîðîãî òàêæå ñîäåðæèò íåîïðåäåëåííóþ ïîñòîßííóþ, â ðàáîòå [5]
ñâåäåíà ïëîñêàß êîíòàêòíàß çàäà÷à òåîðèè ïîëçó÷åñòè ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèß. Âñå ýòè
óðàâíåíèß ßâëßþòñß ÷àñòíûìè ñëó÷àßìè ÑÈÓ (6.16). Äðóãèå èíòåãðàëüíûå óðàâíå-
íèß ñî ñòåïåííîé îñîáåííîñòüþ â ßäðå, âîçíèêàþùèå ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ
êîíòàêòíûõ çàäà÷ äëß ëèíåéíî-âßçêîóïðóãèõ òåë, ïðèâåäåíû â [104].
Ïðè èçó÷åíèè êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè è
ñòåïåííûìè ßäðàìè è, êàê ïðàâèëî, ñ ïîñòîßííûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëåäîâàëèñü
â ðàáîòàõ Â.Ì. Àëåêñàíäðîâà [1], Ð.Õ. Àðóòþíßíà è Ì.Ì. Ìàíóêßíà [3], [4], [5], [58],
Ñ.Ì. Ìõèòàðßíà [62], [63] â îñíîâíîì àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì Ì.Ã. Êðåéíà [48]
è ìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ â ðàáîòàõ Ã.ß. Ïîïîâà [96][101]. Â ðàáîòå
Á.Ñ. Ðóáèíà [112] áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä èíòåãðàëüíûõ òîæäåñòâ.
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Ãëàâà 13.
Óïðóãàß ïëîñêîñòü ñ äåôåêòîì âäîëü ãëàäêîé äóãè
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè âûâîäßòñß,
êàê ïðàâèëî, ñ ïîìîùüþ ôîðìóë Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè, êîòîðûå äàþò âûðàæåíèß
âñåõ èñêîìûõ ôóíêöèé ÷åðåç äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ýòè àíàëèòè÷åñêèå ôóíê-
öèè, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè èëè
èì àíàëîãè÷íûõ ïî ãðàíèöå îáëàñòè îïðåäåëåíèß. Ìîæíî âûäåëèòü äâà îñíîâíûõ
ìåòîäà ñâåäåíèß äâóìåðíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ê ñèíãóëßðíûì èíòåãðàëüíûì
óðàâíåíèßì (ñì. [69], ãë.IV) : ìåòîä, ïðèâîäßùèé ê óðàâíåíèßì Ìóñõåëèøâèëè, è
ìåòîä, ïðèâîäßùèé ê óðàâíåíèßì Øåðìàíà-Ëàóðè÷åëëû. Â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè
òðåùèí, ðàçðàáîòàííîé Â.Â. Ïàíàñþêîì, Ì.Ï. Ñàâðóêîì è èõ êîëëåãàìè ([67], [114],
[115] è äð.), ìåòîä ñâåäåíèß ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì áëèçîê ê
èñïîëüçóåìîìó ïðè âûâîäå óðàâíåíèé Øåðìàíà-Ëàóðè÷åëëû.
Â ãëàâå 13 ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ñèíãóëßðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß îñíîâ-
íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè â ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçàìè èëè òîíêèìè âêëþ÷åíèßìè.
Òàêèå íåîäíîðîäíîñòè ïðèíßòî íàçûâàòü äåôåêòàìè óïðóãîé ïëîñêîñòè. Îäíî èç
ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èé îò ìåòîäèêè, ïðèíßòîé â ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òðåùèí, ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ î ñêà÷êå äëß âñïî-
ìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé èñïîëüçóþòñß èíòåãðàëû ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè â âèäå
èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ñ ïåðåìåííûì ïðåäåëîì. Ïîýòîìó è ñèíãóëßðíûå óðàâíåíèß
â ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëßõ ïëîñêîñòè ñ äåôåêòîì èìåþò â ßäðå òîëüêî ëîãàðèôìè-
÷åñêèå îñîáåííîñòè.
Â ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëß îïèñàíèß ñîñòîßíèß íàïðßæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî òåëà â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èñïîëüçóåòñß ïßòü âåùåñòâåííîçíà÷íûõ
ôóíêöèé: íîðìàëüíûå σx, σy è êàñàòåëüíàß τxy êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèß è
ïåðåìåùåíèß ux, uy (ïî íèì îïðåäåëßþòñß è êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè).
Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ ñèë (èçâåñòíî, ÷òî ê ýòîìó ñëó÷àþ ñâîäèòñß îáùèé
ñëó÷àé) íàïðßæåíèß è ïåðåìåùåíèß âûðàæàþòñß ÷åðåç äâå àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè
ϕ(z), ψ(z), z = x+ iy ïî ôîðìóëàì Êîëîñîâà-Ìóñõåëèøâèëè [61]
σx + σy = 2[ϕ
′(z) + ϕ′(z)], σy − σx + 2iτxy = 2[zϕ′′(z) + ψ′(z)],
2G(ux + iuy) = kϕ(z)− zϕ′(z)− ψ(z),
ãäå G = E/2(1 + µ)  ìîäóëü ñäâèãà, E  ìîäóëü Þíãà, µ  êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà,
k = 3−4µ â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè èëè k = (3−µ)/(1+µ) â ñëó÷àå îáîáùåííîãî
ïëîñêîãî íàïðßæåííîãî ñîñòîßíèß.
Ëþáàß çàäà÷à ïëîñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà òàê: íàéòè
äâå ôóíêöèè ϕ(z), ψ(z), àíàëèòè÷åñêèå â çàïîëíåííîé óïðóãèì òåëîì îáëàñòè D ñ
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ãðàíèöåé L è óäîâëåòâîðßþùèå íåêîòîðûì óñëîâèßì íà L è, ìîæåò áûòü, â áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå. Ê îñíîâíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèßì íà ëèíèè L îòíîñßòñß:
1) åñëè íà L çàäàíû íàïðßæåíèß, òî
ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t) = i
s∫
0
(Xn + iYn) dσ + C, t ∈ L,
ãäå Xn, Yn  êîìïîíåíòû íàïðßæåíèß, s è σ  äóãîâûå àáñöèññû òî÷åê t è τ , C 
íåêîòîðàß ïîñòîßííàß;
2) åñëè íà L çàäàíû ïåðåìåùåíèß, òî
kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t) = 2Gg(t), t ∈ L,
ãäå g(t)  çàäàííîå êîìïëåêñíîå ïåðåìåùåíèå. Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñß, ÷òî ϕ(t), ψ(t)
 ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé ϕ(z), ψ(z) íà ëèíèè L èç îáëàñòè D.
Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîßííàß C â óñëîâèè ïåðâîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è âîâñå íå ïðîèçâîëü-
íàß, îíà îòëè÷àåòñß ìíîæèòåëåì −i îò íàïðßæåíèß, ïðèëîæåííîãî â òî÷êå ãðàíèöû
ñ äóãîâîé àáñöèññîé 0.
Åñëè îáëàñòü D íåîãðàíè÷åíà, òî äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèè
ϕ(z), ψ(z) îáðàùàþòñß â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ îá
îòñóòñòâèè íàïðßæåíèß è âðàùåíèß â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå.
13.1. Âñïîìîãàòåëüíàß çàäà÷à
Ðàññìîòðèì óïðóãóþ ïëîñêîñòü ñ äåôåêòîì âäîëü ãëàäêîé äóãè ab. Ïóñòü âäîëü
ab ðàçðûâíû êîìïîíåíòû íàïðßæåíèß è ïåðåìåùåíèß (äåôîðìàöèè). Áóäåì îáîçíà-
÷àòü çíàêàìè ± ïðåäåëüíûå çíà÷åíèß àíàëèòè÷åñêèõ â ðàçðåçàííîé ïî ab ïëîñêîñòè
ôóíêöèé íà ëåâîì è ïðàâîì (ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèß îò a ê b) áå-
ðåãàõ ðàçðåçà. Ñëåäóß ïðèíöèïàì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òðåùèí [67], [114], [115],
ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó: íà äóãå ab çàäàíû ñêà÷îê êîìïëåêñíîãî íà-
ïðßæåíèß è ñêà÷îê êîìïëåêñíîãî ïåðåìåùåíèß. Ôóíêöèè, îïðåäåëßþùèå çíà÷åíèß
ñêà÷êîâ, äîëæíû îáðàùàòüñß â íóëü â òî÷êàõ a è b. Ïîýòîìó çàäàäèì èõ â âèäå êðè-
âîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè. Òîãäà ãðàíè÷íûå óñëîâèß ïðèìóò
òàêîé âèä:
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ − [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
∫
at
α(τ) dτ, t ∈ ab, (13.1)
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ − [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− =
∫
at
β(τ) dτ, t ∈ ab, (13.2)
ãäå α(·) è β(·) òàêèå çàäàííûå íà ab ôóíêöèè, ÷òî∫
ab
α(τ) dτ = 0,
∫
ab
β(τ) dτ = 0. (13.3)
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Ñëîæèì (13.1) è (13.2), ïîëó÷èì
(k + 1)ϕ+(t)− (k + 1)ϕ−(t) =
∫
at
[α(τ) + β(τ)] dτ, t ∈ ab.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è î ñêà÷êå çàïèøåì íå èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, à èíòåãðàëîì ñ
ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì (ñì. ãëàâó 3)
ϕ(z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ, (13.3)
ïðè ýòîì, åñëè ó÷åñòü ðàâåíñòâà (13.3),
ϕ′(z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
dτ
τ − z , ϕ
′+(t)− ϕ′−(t) = α(t) + β(t)
k + 1
.
Óìíîæèì ðàâåíñòâî (13.1) íà k è âû÷òåì èç íåãî (13.2). Ïîëó÷èì
(k + 1)[tϕ′+(t) + ψ+(t)]− (k + 1)[tϕ′−(t) + ψ−(t)] =
∫
at
[kα(τ)− β(τ)] dτ, t ∈ ab.
Òîãäà
ψ+(t)− ψ−(t) =
∫
at
kα(τ)− β(τ)
k + 1
dτ − t[ϕ′+(t)− ϕ′−(t)]
è
ψ(z) =
1
2pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ −
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τdτ
τ − z . (13.5)
Êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû Φ(z) è Ψ(z), èñïîëüçóåìûå â òåîðèè òðåùèí ([114],
ñ.19), ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôîðìóë (13.4) è (13.5) äèôôåðåíöèðîâàíèåì. Ïðè
ýòîì α(t) = 2q(t), β(t) = i(k + 1)g′(t) è α(t) + β(t) = i(k + 1)Q(t). Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèß (I.66) è (I.67) èç [114] ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç óñëîâèé (13.1) è (13.2) òàêæå
äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
Èç ôîðìóë (13.4) è (13.5) ñëåäóåò, ÷òî
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ + [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
=
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
− 1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ +
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ (13.6)
è
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ + [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− =
=
k
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ+
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+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ −
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ . (13.7)
Â ñëó÷àå, êîãäà ab  îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè [a, b], ýòè ðàâåíñòâà ñóùåñòâåííî
óïðîùàþòñß
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ + [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
1
pii
b∫
a
(1− k)α(τ) + 2β(τ)
k + 1
ln
b− t
|τ − t| dτ,
(13.8)
[kϕ(t)−tϕ′(t)−ψ(t)]++[kϕ(t)−tϕ′(t)−ψ(t)]− = 1
pii
b∫
a
2kα(τ) + (k − 1)β(τ)
k + 1
ln
b− t
|τ − t| dτ,
(13.9)
çäåñü òàêæå ó÷òåíû óñëîâèß (13.3).
13.2. Îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è
Ðàññìîòðèì ïåðâóþ è âòîðóþ îñíîâíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß óïðóãîé ïëîñêîñòè
ñ äåôåêòîì âäîëü äóãè ab.
Ïóñòü íà áåðåãàõ ðàçðåçà çàäàíû íàïðßæåíèß (íåñàìîóðàâíîâåøåííûå óñèëèß)
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]± =
∫
at
f±(τ) dτ + C, t ∈ ab. (13.10)
Òîãäà ôóíêöèß α(t) = f+(t)− f−(t), à ôóíêöèþ β(·) ñëåäóåò èñêàòü èç óðàâíåíèß
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ −
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ+
+
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ =
∫
at
[f+(τ) + f−(τ)] dτ + 2C, t ∈ ab. (13.11)
Ïóñòü íà áåðåãàõ ðàçðåçà çàäàíû ïåðåìåùåíèß (â èíòåãðàëüíîé ôîðìå)
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]± =
∫
at
g±(τ) dτ +D, t ∈ ab. (13.12)
Òîãäà β(t) = g+(t)− g−(t), à ôóíêöèß α(·) ßâëßåòñß ðåøåíèåì óðàâíåíèß
k
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ +
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
− 1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ =
∫
at
[g+(τ) + g−(τ)] dτ + 2D, t ∈ ab. (13.13)
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß (13.11) è (13.13) ßâëßþòñß ïîëíûìè
àíàëîãàìè óðàâíåíèé (I.78) è (I.81) èç [114]. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
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ßäðà óðàâíåíèé (I.78) è (I.81) ñîäåðæàò îñîáåííîñòè 1-ãî ïîðßäêà, à ßäðà óðàâíåíèé
(13.11) è (13.13)  îñîáåííîñòè ëîãàðèôìè÷åñêîãî òèïà.
Äëß îòðåçêà [a, b] âåùåñòâåííîé îñè óðàâíåíèß (13.11) è (13.13) ïðèìóò âèä
1
pii
b∫
a
(1− k)[f+(τ)− f−(τ)] + 2β(τ)
k + 1
ln
b− t
|τ − t| dτ =
t∫
a
[f+(τ)+f−(τ)] dτ+2C, t ∈ (a, b)
è
1
pii
b∫
a
2kα(τ) + (k − 1)[g+(τ)− g−(τ)]
k + 1
ln
b− t
|τ − t| dτ =
t∫
a
[g+(τ)+g−(τ)] dτ+2D, t ∈ (a, b)
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè ìîæíî çàïèñàòü
èõ ðåøåíèß â ßâíîì âèäå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñß òîæäåñòâîì
b∫
a
ν(τ) ln
b− t
|τ − t| dτ =
b∫
a
( ξ∫
a
ν(τ) dτ
) dξ
ξ − t
è ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîìó ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè. Ýòà ýêâèâàëåíòíîñòü ïîçâîëßåò
èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìû ÷èñëåííîãî ðåøåíèß èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðàññìîòðåí-
íûå âûøå.
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàß îñíîâíàß ãðàíè÷íàß çàäà÷à (13.10) ñâîäèòñß ê ñëó÷àþ, êîãäà
f+(·) = f−(·). Äëß äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåì ïðèåì, îïèñàííûé â [69], 23. Äåéñòâè-
òåëüíî, ââåäåì íîâóþ èñêîìóþ ôóíêöèþ
ψ1(z) = ψ(z)− 1
2pii
∫
ab
[f+(τ)− f−(τ)] ln b− z
τ − z dτ.
Òîãäà
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ1(t)]± = [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]±−
− 1
2pii
∫
ab
[f+(τ)− f−(τ)] ln b− t
t− τ dτ +
1
2
∫
at
[f+(τ) + f−(τ)] dτ,
çäåñü âûáðàíà òà æå âåòâü ìíîãîçíà÷íîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè, ÷òî è â 1.2.
Òî÷íî òàê æå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðàß ãðàíè÷íàß çàäà÷à (13.12) ñâîäèòñß ê ñëó-
÷àþ, êîãäà g+(·) = g−(·).
Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñïîñîá ñâåäåíèß îñíîâíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëß ïëîñêî-
ñòè ñ äåôåêòîì âäîëü äóãè ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì. Áóäåì èñêàòü êîìïëåêñíûå
ïîòåíöèàëû â âèäå
ϕ(z) =
1
2pii
∫
ab
γ(τ)
∫
τb
dξ
ξ − z dτ, ψ(z) =
1
2pii
∫
ab
δ(τ) dτ
τ − z ,
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ãäå γ(·) è δ(·)  íåêîòîðûå ôóíêöèè. Òîãäà
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]± = ±1
2
∫
at
γ(τ) dτ +
1
2pii
∫
ab
γ(τ)
∫
τb
dξ
ξ − t dτ±
± t
2
γ(t)− t
2pii
∫
ab
γ(τ) dτ
τ − t ±
1
2
δ(t)− 1
2pii
∫
ab
δ(τ) dτ
τ − t ,
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]± = ±k
2
∫
at
γ(τ) dτ +
k
2pii
∫
ab
γ(τ)
∫
τb
dξ
ξ − t dτ∓
∓ t
2
γ(t) +
t
2pii
∫
ab
γ(τ) dτ
τ − t ∓
1
2
δ(t) +
1
2pii
∫
ab
δ(τ) dτ
τ − t ,
è
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ − [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
∫
at
γ(τ) dτ + tγ(t) + δ(t),
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ − [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− = k
∫
at
γ(τ) dτ − tγ(t)− δ(t).
Åñëè çàäàíû óñëîâèß (13.10), ïðè÷åì f+(·) = f−(·) = f(·), òî∫
at
γ(τ) dτ + tγ(t) + δ(t) = 0.
Âûðàçèì îòñþäà ôóíêöèþ δ(·) ÷åðåç ôóíêöèþ γ(·), òîãäà
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ + [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
=
1
pii
∫
ab
γ(τ)
[∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ − t
]
dτ +
1
pii
∫
ab
γ(τ)
τ − t
τ − t dτ = 2
∫
at
f(τ) dτ + 2C, t ∈ ab.
(13.14)
Åñëè æå çàäàíû óñëîâèß (13.12), ïðè÷åì g+(·) = g−(·) = g(·), òî
k
∫
at
γ(τ) dτ − tγ(t)− δ(t) = 0
è
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ + [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− =
=
k
pii
∫
ab
γ(τ)
[∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ − t
]
dτ − 1
pii
∫
ab
γ(τ)
τ − t
τ − t dτ = 2
∫
at
g(τ) dτ + 2D, t ∈ ab.
(13.15)
Ñëó÷àé, êîãäà óïðóãàß ïîëóïëîñêîñòü èìååò äåôåêò âäîëü êóñî÷íî-ãëàäêîé ëèíèè
(ñîâîêóïíîñòè ãëàäêèõ ðàçîìêíóòûõ äóã, íå èìåþùèõ îáùèõ òî÷åê, êðîìå, ìîæåò
áûòü, êîíöîâ) ðàññìàòðèâàåòñß àíàëîãè÷íî.
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Ãëàâà 14.
Òðåùèíû â ïîëóïëîñêîñòè è â êðóãå
Ïðè ðåøåíèè ñåðèè çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè äëß òåë ñ òðåùèíàìè â [67], [114], [115]
èñïîëüçóþòñß êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû â âèäå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ, ßäðà êî-
òîðûõ èìåþò ñèëüíóþ îñîáåííîñòü. Êîãäà óïðóãîå òåëî íå çàïîëíßåò âñþ ïëîñêîñòü,
âûðàæåíèß äëß ïîòåíöèàëîâ ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñîïðßæåíèß Í.È. Ìóñõåëè-
øâèëè [61].
Â äàííîé ãëàâå ïðè âûâîäå ÑÈÓ ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè îñîáåííîñòßìè â ßäðå, îïè-
ñûâàþùèõ äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå óïðóãèõ ïîëóïëîñêîñòè è êðóãà ñ äåôåêòîì
âäîëü ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé äóãè, èñïîëüçóþòñß ïîëó÷åííûå â ãëàâå 13 êîìïëåêñíûå
ïîòåíöèàëû â âèäå êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïî äåôåêòó è ìåòîä Í.È. Ìóñõåëèøâè-
ëè ñâåäåíèß ê çàäà÷å ñîïðßæåíèß (ïðîäîëæåíèß ÷åðåç ãðàíèöó).
14.1. Ïîòåíöèàëû äëß ïîëóïëîñêîñòè
Ïîñòðîèì êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû â çàäà÷å äëß óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè Re z < 0
ñ äåôåêòîì âäîëü ãëàäêîé ðàçîìêíóòîé äóãè ab, íå èìåþùåé îáùèõ òî÷åê ñ îñüþ
àáñöèññ. Áóäåì îáîçíà÷àòü D+, D− è L0 âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü, íèæíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòè è ðàçäåëßþùóþ èõ îñü.
Ïóñòü íà äóãå ab, êàê è â ðàçäåëå 13.1, çàäàíû ñêà÷êè íàïðßæåíèé (13.1) è ïåðåìå-
ùåíèé (13.2), ïðè÷åì âûïîëíßþòñß óñëîâèß (13.3). Íå óìåíüøàß îáùíîñòè ðàññóæäå-
íèé ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îñè àáñöèññ  ãðàíèöå óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòè  íàïðßæåíèå
îòñóòñòâóåò, ò.å. çàäàíî óñëîâèå
ϕ−(t) + tϕ′−(t) + ψ−(t) = 0, t ∈ L0. (14.1)
Èñïîëüçóåì êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû, ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äëß
ñëó÷àß, êîãäà äóãà ab ðàñïîëîæåíà â ïîëíîé ïëîñêîñòè,
ϕ1(z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ, ϕ
′
1(z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
dτ
τ − z ,
ψ1(z) =
1
2pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ −
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ dτ
τ − z .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ϕ0(z) = ϕ(z) − ϕ1(z) è ψ0(z) = ψ(z) − ψ1(z), äëß êîòîðûõ
äóãà ab óæå íå ßâëßåòñß îñîáîé ëèíèåé. Ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, àíàëè-
òè÷åñêóþ â D+ è D− è íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìóþ íà L0 ñëåâà è ñïðàâà ïî îòíîøåíèþ
ê íàïðàâëåíèþ äâèæåíèß íà L0 (ò.å. ñâåðõó è ñíèçó),
F (z) = {ϕ0(z), z ∈ D−; −zϕ′0(z)− ψ0(z), z ∈ D+}.
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Ðàçíîñòü åå ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íà îñè â ñèëó óñëîâèß (14.1)
F−(t)− F+(t) = ϕ−0 (t) + tϕ′−0 (t) + ψ−0 (t) = −f1(t), t ∈ L0,
ãäå
f1(t) = ϕ
−
1 (t) + tϕ
′−
1 (t) + ψ
−
1 (t), t ∈ L0.
Òîãäà, êàê ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå,
F (z) =
1
2pii
∞∫
−∞
f1(x) dx
x− z (14.2)
è
ϕ0(z) = F (z), ψ0(z) = −zF ′(z)− F (z), z ∈ D−. (14.3)
Ïî ôóíêöèßì ϕ1(·), ψ1(·) âû÷èñëèì
f1(x) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − x −
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − x
 dτ+
+
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − x
τ − x dτ, x ∈ L0.
Ïîýòîìó
F (z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
[ 1
2pii
∞∫
−∞
dx
(ξ − x)(x− z)
]
dξ dτ−
− 1
2pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
[ 1
2pii
∞∫
−∞
dx
(ξ − x)(x− z)
]
dξ dτ+
+
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[ 1
2pii
∞∫
−∞
τ − x
τ − x
dx
x− z
]
dτ .
Äëß âû÷èñëåíèß èíòåãðàëîâ, ñòîßùèõ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, èñïîëüçóåì ìåòîä âû-
÷åòîâ (åñòü óäîáíàß ôîðìóëà â [59], ñ. 418, ïðèìåð 1). Åùå ïðîùå âîñïîëüçîâàòüñß
ôîðìóëîé èç ïðèìåðà 26à ê ãëàâå 1 èç [19]. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
1
2pii
∞∫
−∞
dx
(ξ − x)(x− z) =
{ 1
ξ − z , z ∈ D
+; 0, z ∈ D−
}
,
1
2pii
∞∫
−∞
dx
(ξ − x)(x− z) =
{
0, z ∈ D+; − 1
ξ − z , z ∈ D
−},
1
2pii
∞∫
−∞
τ − x
τ − x
dx
x− z =
{1
2
, z ∈ D+; 1
2
− τ − z
τ − z , z ∈ D
−}.
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Òîãäà ïîëó÷èì, ó÷èòûâàß ðàâåíñòâà (13.3),
F (z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ, z ∈ D
+, (14.3)
F (z) =
1
2pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ −
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − z
τ − z dτ , z ∈ D
−. (14.4)
Îñòàëîñü âû÷èñëèòü ôóíêöèè ϕ0(·), ψ0(·) ïî ôîðìóëàì (14.3) è çàïèñàòü ïîòåíöèàëû
ϕ(z) = ϕ0(z) + ϕ1(z), ψ(z) = ψ0(z) + ψ1(z).
14.2. Òðåùèíà â ïîëóïëîñêîñòè
Ïðè ðåøåíèè îñíîâíûõ èëè ñìåøàííûõ çàäà÷ äëß ïîëóïëîñêîñòè ñ òðåùèíîé
íóæíî áóäåò ïîäñòàâëßòü âûðàæåíèß ôóíêöèé ϕ(·), ψ(·) â ãðàíè÷íûå óñëîâèß. Ðàñ-
ñìîòðèì ïåðâóþ ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó. Âû÷èñëèì ñóììó ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íàïðß-
æåíèé íà äóãå ab äëß ïîòåíöèàëîâ ϕ0(·), ψ0(·) :
[ϕ0(t) + tϕ′0(t) + ψ0(t)]
+ + [ϕ0(t) + tϕ′0(t) + ψ0(t)]
− =
= 2[F (t)− F (t) + (t− t)F ′(t)], t ∈ ab,
çäåñü â ïðàâîé ÷àñòè ñòîßò ïðßìûå çíà÷åíèß ôóíêöèè F (·) íà äóãå. Ïðè ýòîì
2[F (t)− F (t) + (t− t)F ′(t)] = 1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
− 1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ −
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
− 1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
t− t
τ − t dτ +
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
(t− t)(τ − τ)
(τ − t)2 dτ.
Ñóììà ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé íàïðßæåíèé äëß ïîòåíöèàëîâ ϕ1(·), ψ1(·) ñîäåðæèòñß â
ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (13.6). Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ + [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− =
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ − t +
(t− t)(τ − τ)
(τ − t)2
 dτ+
+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ − t
 dτ+
+
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[
τ − t
τ − t −
τ − t
τ − t
]
dτ − 1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
t− t
τ − t dτ .
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Åñëè íà äóãå ab çàäàíî óñëîâèå (13.10), òî α(t) = f+(t) − f−(t), è ïðàâàß ÷àñòü
ïðåäûäóùåé ôîðìóëû äîëæíà áûòü ðàâíà∫
at
[f+(τ) + f−(τ)] dτ + 2C, t ∈ ab.
Ïðè ñàìîóðàâíîâåøåííîé íàãðóçêå f±(t) = f(t) ôóíêöèß α(·) ≡ 0, à èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå äëß ôóíêöèè β(·) ïðèìåò âèä
∫
ab
β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ − t +
(t− t)(τ − τ)
(τ − t)2
 dτ+ (14.6)
+
∫
ab
β(τ)
k + 1
[
τ − t
τ − t −
τ − t
τ − t +
t− t
τ − t
]
dτ = 2pii
∫
at
f(τ) dτ + 2piiC, t ∈ ab.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà äóãà ab ðàñïîëîæåíà âäîëü ìíèìîé îñè
è èìååò êîíöàìè òî÷êè −ia è −ib. Òîãäà
∫
τb
dξ
ξ − t =
∫
τb
dξ
ξ − t =
b∫
t
ds
s− x = ln
b− x
|t− x| ,
∫
τb
dξ
ξ − t =
∫
τb
dξ
ξ − t =
b∫
t
ds
s+ x
= ln
b+ x
t+ x
,
è ïðè ñàìîóðàâíîâåøåííîé íàãðóçêå óðàâíåíèå (14.6) ïðèìåò âèä
b∫
a
β(s)
k + 1
[
ln
s+ x
|s− x| −
2sx
(s+ x)2
]
ds = pi
x∫
a
f(t) dt+ piC, x ∈ (a, b), (14.7)
÷òî ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì â [114] óðàâíåíèåì (IV.21), âûâåäåííûì ïðè èññëåäî-
âàíèè çàäà÷è î âíóòðåííåé òðåùèíå â ïîëóïëîñêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîßííàß C â
ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèß (14.7) íå ïðîñòî "ïîñòîßííàß èíòåãðèðîâàíèß", à âåëè÷èíà,
èìåþùàß âïîëíå îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë.
Íà ðèñ. 15 ïîêàçàíû ãðàôèêè ðåøåíèé ÑÈÓ (14.7) â ñëó÷àå, êîãäà çàäàíû ñèì-
ìåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðà îòðåçêà ñàìîóðàâíîâåøåííûå íàãðóçêè, ñæèìàþùèå
èëè ðàñòßãèâàþùèå òðåùèíó â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè. ×èñëåííûå ðåøåíèß ÑÈÓ
ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì ßäðîì íàéäåíû â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà ðåøåíî ÑÈÓ ñ ßäðîì Êîøè
b∫
a
q(t)
[ 1
t− x −
1
t+ x
+
2x(x− t)
(t+ x)3
]
dt = F (x), x ∈ (a, b),
à ïîòîì âûïîëíåíî ÷èñëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå.
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Äëß âûâîäà ÑÈÓ â ñëó÷àå âòîðîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è âû÷èñëèì âûðàæåíèå
[kϕ0(t)− tϕ′0(t)− ψ0(t)]+ + [kϕ0(t)− tϕ′0(t)− ψ0(t)]− =
= 2[kF (t) + F (t)− (t− t)F ′(t)] = k
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
= − k
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − t
τ − t dτ +
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − t dτ−
+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
t− t
τ − t dτ −
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
(t− t)(τ − τ)
(τ − t)2 dτ.
Òîãäà, ó÷èòûâàß ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (13.7),
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ + [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− =
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
k ∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ − t −
(t− t)(τ − τ)
(τ − t)2
 dτ+
+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
k ∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ − t
 dτ−
− 1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[
k
τ − t
τ − t +
τ − t
τ − t
]
dτ +
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
t− t
τ − t dτ .
Åñëè çàäàíî óñëîâèå (13.12) íà áåðåãàõ ðàçðåçà ïî äóãå ab, òî ïðàâàß ÷àñòü ïîëó÷åí-
íîãî âûðàæåíèß ïðèðàâíèâàåòñß ê∫
at
[g+(τ) + g−(τ)] dτ + 2D, t ∈ ab.
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14.3. Òðåùèíà â êðóãå
Ïóñòü òåïåðü L0  îêðóæíîñòü ðàäèóñà R, D+  îòêðûòûé êðóã |z| < R è D−
 âíåøíîñòü êðóãà (ïëîñêîñòü ñ êðóãîâûì âûðåçîì). Ïóñòü íà îêðóæíîñòè L0 çàäà-
íî óñëîâèå (14.1). Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âíóòðè êðóãà èìååòñß îñîáàß ëèíèß 
ãëàäêàß ðàçîìêíóòàß äóãà ab.
Äëß ôóíêöèé ϕ0(z) = ϕ(z) − ϕ1(z) è ψ0(z) = ψ(z) − ψ1(z) äóãà ab íå ßâëßåòñß
îñîáîé ëèíèåé. Ïóñòü
F (z) = {ϕ0(z), z ∈ D+; −zϕ′0(R2/z)− ψ0(R2/z), z ∈ D−}.
Ðàçíîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè
F+(t)− F−(t) = ϕ+0 (t) + tϕ′+0 (t) + ψ+0 (t) = −f1(t), t ∈ L0,
ãäå
f1(t) = ϕ
+
1 (t) + tϕ
′+
1 (t) + ψ
+
1 (t), t ∈ L0.
Òîãäà
F (z) = − 1
2pii
∫
L0
f1(x)dx
x− z (14.7)
è âìåñòî (14.3)
ϕ0(z) = F (z), ψ0(z) = −R
2
z
F ′(z)− F (R
2
z
), z ∈ D+. (14.8)
Âûðàæåíèå äëß f1(·) òî÷íî òàêîå æå, ÷òî è â ñëó÷àå ïîëóïëîñêîñòè. Â âûðàæåíèè äëß
ôóíêöèè F (·) âíóòðåííèå èíòåãðàëû òåïåðü áåðóòñß óæå íå ïî îñè, à ïî îêðóæíîñòè.
Âû÷èñëèì èõ ìåòîäîì âû÷åòîâ:
1
2pii
∫
L0
dx
(ξ − x)(x− z) =
{
0, z ∈ D+; − 1
ξ − z , z ∈ D
−},
1
2pii
∫
L0
dx
(ξ − x)(x− z) =
{
0, z ∈ D+; − 1
ξ − z , z ∈ D
−},
1
2pii
∫
L0
τ − x
τ − x
dx
x− z =
{
1, z ∈ D+; −τ − z
τ − z , z ∈ D
−},
(òåïåðü è ξ, è ξ ëåæàò â D+). Òîãäà
F (z) = 0, z ∈ D+,
F (z) =
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ− (14.9)
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− 1
2pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ − z dτ +
1
2pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ − z
τ − z dτ , z ∈ D
−.
Â ñëó÷àå ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è
[ϕ0(t) + tϕ′0(t) + ψ0(t)]
+ + [ϕ0(t) + tϕ′0(t) + ψ0(t)]
− = −2F (R
2
t
) =
− 1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ −R2/t dτ+
+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
∫
τb
dξ
ξ −R2/t dτ −
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
τ −R2/t
τ −R2/t dτ .
Äîáàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû (13.6) è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíî
[ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]+ + [ϕ(t) + tϕ′(t) + ψ(t)]− = (14.10)
=
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ −R2/t
]
dτ−
− 1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
[∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ −R2/t
]
dτ+
+
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[τ − t
τ − t −
τ −R2/t
τ −R2/t
]
dτ .
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî â ñëó÷àå âòîðîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è ïîëó÷èì
[kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]+ + [kϕ(t)− tϕ′(t)− ψ(t)]− = (14.11)
=
1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[
k
∫
τb
dξ
ξ − t +
∫
τb
dξ
ξ −R2/t
]
dτ−
+
1
pii
∫
ab
kα(τ)− β(τ)
k + 1
[∫
τb
dξ
ξ − t −
∫
τb
dξ
ξ −R2/t
]
dτ−
− 1
pii
∫
ab
α(τ) + β(τ)
k + 1
[τ − t
τ − t −
τ −R2/t
τ −R2/t
]
dτ .
Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü íà áåðåãàõ ðàçðåçà âäîëü îòðåçêà âåùåñòâåííîé îñè
[a, b] âíóòðè óïðóãîãî êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà çàäàíû ñàìîóðàâíîâåøåííûå íà-
ïðßæåíèß. Òîãäà α(·) ≡ 0 è ñîîòâåòñòâóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå çàïèøåòñß â
âèäå
b∫
a
β(τ)
k + 1
[
ln
b− t
|τ − t| − ln
1− bt
1− τt
]
dτ = 2pii
t∫
a
f(τ) dτ + 2piiC, t ∈ (a, b). (14.12)
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Íà ðèñ. 16 ïîêàçàíû ãðàôèêè ðåøåíèé óðàâíåíèß (14.12), íàéäåííûõ ÷èñëåííî
ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî âûøå àëãîðèòìà. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå âàðèàíòà ðàçìå-
ùåíèß òðåùèíû äëèíîé 0.2 íà âåùåñòâåííîé ïîëóîñè óïðóãîãî êðóãà â ñëó÷àå ñàìî-
óðàâíîâåøåííîé íàãðóçêè, ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî öåíòðà òðåùèíû.
14.4. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèß òåîðèè äèôðàêöèè âîëí
Ê ñèíãóëßðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèßì ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè ïðèâî-
äßòñß ìíîãèå çàäà÷è äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ è óïðóãèõ âîëí íà íåîäíîðîä-
íîñòßõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû. Ïðè âûâîäå ÑÈÓ çàäà÷ äèôðàêöèè íàèáîëåå ÷àñòî ïðè-
ìåíßþòñß ìåòîäû òåîðèè ïîòåíöèàëà, ïîçâîëßþùèå â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå ñâîäèòü
ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëß óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ê ñèñòåìàì èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé [46], [28], [68]. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ýêâè-
âàëåíòíûõ çàäà÷àì äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí, ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â
ðàáîòàõ À.Ñ. Èëüèíñêîãî, Þ.Â. Øåñòîïàëîâà, Å.Â. ×åðíîêîæèíà, Þ.Ã. Ñìèðíîâà
[23], [32][35], [136], [137].
Ïðè ðåãóëßðèçàöèè ÑÈÓ ìåòîäîì ïîëóîáðàùåíèß èñïîëüçóþòñß ßâíûå ðåøåíèß
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ßäðàìè. Íî ðåãóëßðèçîâàííûå óðàâ-
íåíèß ïîëó÷àþòñß äîñòàòî÷íî ñëîæíûìè, è èõ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèß èñêàòü çà-
òðóäíèòåëüíî. Â ïîñëåäíåå âðåìß ìíîãèå èññëåäîâàòåëè ïðåäïî÷èòàþò ïðèìåíßòü
ïðè ðåøåíèè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷ äèôðàêöèè âîëí ìåòîä Ãàëåðêèíà ñ ïî-
ëèíîìàìè ×åáûøåâà â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé. Â ìîíîãðàôèè [36] ìîæíî íàéòè
áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèß.
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